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R E S U M O
Em seu artigo intitulado “Hopf Galois Extensions, Smash Products, and Morita 
Equivalence” , Cohen-Fischman-Montgomery consideram uma algebra de Hopf H de dimensao 
finita, uma H-modulo algebra a esquerda A com unidade e a H-extensao de A sobre sua 
subálgebra de invariantes. Neste artigo e apresentado o Teorema que reúne resultados de 
varios autores, estabelecendo quatro condicoes envolvendo o produto smash de A por H, a 
subalgebra de invariantes de A e um contexto de Morita entre estas duas algebras que sao 
equivalentes a H-extensao mencionada ser Hopf-Galois. Em nosso trabalho, estendemos o 
Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery para H-modulo algebras a esquerda com unidades 
locais, considerando H novamente uma algebra de Hopf de dimensão finita, mostrando onde 
a unidade e necessaria nas demonstracães originais e quais adaptacoes precisam ser feitas 
para compensar a ausencia da unidade. Procuramos manter o mínimo de hipóteses para cada 
resultado parcial, partindo de áalgebras sem unidades, precisando utilizar áalgebras com unidades 
locais apenas na reuniãao dos resultados no teorema final.
Palavras-chave: extensões Hopf-Galois, produto smash, aneis com unidades locais, modulos 
si-unitarios, base dual, modulos localmente projetivos, contexto de Morita, aneis sem unidade, 
máodulos unitáarios.
A B S T R A C T
In their article entitled “Hopf Galois Extensions, Smash Products and Morita Equivalence” , 
Cohen-Fischman-Montgomery consider a finite-dimensional Hopf algebra H, a left H-module 
algebra A with unit and the H-extension of A over its subalgebra of invariants. This article 
presents the Theorem tha t brings together results from several authors, establishing four 
conditions involving the smash product of A by H, the subalgebra of invariants of A and 
a Morita context between these two algebras which are all equivalent to the condition 
tha t the mentioned H-extension is a Hopf-Galois extension. In our work, we extend the 
Cohen-Fischman-Montgomery Theorem to left H-module algebras with local units, considering 
again a finite-dimensional Hopf algebra H, showing where the unit is needed in the original 
proofs and which adaptations must be made in order to compensate for the lack of the unit. 
We seek to keep the minimum amount of hypothesis needed on each partial result, starting 
from non-unital algebras, using algebras with local units only when we brought together the 
results on the final theorem.
Key-words: Hopf-Galois extensions, smash product, rings with local units, si-unital
modules, dual basis, locally projective modules, Morita context, non-unital rings, unital modules.
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Este trabalho tem como objetivo estender para aálgebras com unidades locais o Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery [7, Theorem 1.2], que reúne resultados de Doi-Takeuchi [8], 
Kreimer-Takeuchi [13], Faith [11] e Ulbrich [22] sobre extensoes Hopf-Galois.
Dadas uma algebra de Hopf de dimensao finita H  e uma H -modulo algebra à esquerda 
A, temos a subalgebra de invariantes A H , o produto smash A # H  e estruturas naturais de 
A h -A # H -bimádulo e de A # H -A H-bimodulo sobre A que fornecem um contexto de Morita entre 
as algebras AH e A # H . O Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery afirma que a extensao 
Ah  C A e Hopf-Galois se, e somente se, A # H  e isomorfo a End (Aah ) e A a h  e projetivo 
finitamente gerado, ou A gera a categoria de A # H -modulos à esquerda, ou o morfismo de 
A # H -bimodulos [ , ] : A 0  A ^  A # H  do contexto de Morita entre AH e A # H  e sobrejetor,
AH
ou todo modulo a esquerda sobre A # H  pode ser decomposto em um produto tensorial sobre 
A H de A  com os invariantes do máodulo sobre H .
Extensoes completas ou parciais deste teorema tem sido investigadas em varias situacoes, 
como em extensoes onde H  e co-Frobenius [3], em açães parciais [1,5], e em acães em K-categorias 
[20]. Em nosso trabalho, consideraremos H  uma algebra de Hopf de dimensão finita, A, uma 
H -mádulo álgebra à esquerda sem unidade e usaremos a definicao de extensão Hopf-Galois 
apresentada por Kreimer-Takeuchi em [13], ou seja, a aplicacao canonica e sobrejetora. Nestas 
condiçoes, as hipoteses que precisam de mais adaptacães sao as que envolvem modulos projetivos 
finitamente gerados e as que envolvem estrutura induzida de H -mádulo a esquerda em um 
A # H -modulo a esquerda. Buscamos manter apenas o mínimo de hipáteses em cada resultado 
parcial, utilizando áalgebras com unidades locais apenas na reuniãao dos resultados no teorema 
final.
Na decomposição de um modulo a esquerda sobre A # H  em um produto tensorial sobre A H 
de A  com os invariantes do mádulo sobre H , a estrutura de H -modulo a esquerda que e utilizada 
e induzida pelo isomorfismo H  =  1 a # H , pois 1 a # H  e subálgebra de A # H . Para estendermos 
este resultado para áalgebras sem unidades, precisaremos construir uma nova forma de obter 
a estrutura de H -modulo a esquerda que seja compatível com a estrutura de A # H -modulo a 
esquerda.
Concluiremos obtendo que, se H  e uma algebra de Hopf de dimensao finita e A  e uma 
H -mádulo algebra a esquerda com unidades locais tal que A a h  e si-unitario  e para cada 
e2 =  e £ A, eA AH e finitamente gerado, entao a extensao A H C A  e Hopf-Galois se, e somente 
se, A # H  e isomorfo a End (Aah ) ■ A  e A a h  e localmente projetivo, ou A  gera a categoria de 
A # H -modulos a esquerda unitarios, ou o morfismo de A # H -bimádulos L 1 : A 0  A  ^  A # H
a h
do contexto de Morita entre A H e A # H  e sobrejetor, ou todo modulo a esquerda unitário sobre 
A # H  pode ser decomposto em um produto tensorial sobre A H de A  com os invariantes do 
modulo sobre H .
No Capítulo 1, apresentamos conceitos que não aparecem naturalmente quando trabalhamos 
com unidades, como anuladores, máodulos de torçcãao, unitáarios ou livres de torçcãao, que seraão 
fundamentais em grande parte das demonstracçãoes apresentadas, bem como a definiçcãao de
Conteudo 8
modulos localmente projetivos (Anh-Marki [2]) e modulos si-unitarios.
No Capátulo 2, relembramos a definicao de contexto de Morita, estudamos o contexto de 
Morita entre as álgebras A H e A # H  e, baseado no trabalho de Garcia-Simon [12], vemos alguns 
resultados gerais de contexto de Morita para anáeis sem unidade.
No Capátulo 3, apresentamos todos os detalhes do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery para aálgebras com unidades locais.
No Apendice A, estendemos o [13, Theorem 1.7 (3)] de Kreimer-Takeuchi, mostrando 
como a extensao Hopf-Galois A H C A  implica em um isomorfismo de algebras entre A # H  
e End (Aah ) ■ A.
PRELIMINARES
No decorrer deste trabalho, K será um corpo. Utilizaremos como referencia as definiçoes 
de Montgomery [15]: Uma álgebra será um K-espaco vetorial munido de uma multiplicacao 
associativa que nao necessariamente possui unidade. Uma algebra de Hopf H  sera uma bialgebra 
(uma terna (H, A ,e )  onde H  e uma álgebra com unidade e as funcoes A: H  ^  H  0  H  e 
e : H  ^  K são morfismos de algebra que satisfazem as propriedades de coalgebra, chamadas 
de comultiplicaçao e counidade, respectivamente) tal que a funçao identidade possui inversa 
pelo produto de convolução. Esta inversa e chamada de antípoda e e denotada por S : H  ^  H , 
ou seja, para cada h £ H , adotando a notação de Sweedler (A(h) =  ^  h 1 0  h2, Vh gH), temos 
que e(h)1H =  ^  h 1S (h2) =  ^  S (h i)h 2, Vh £ H . A antípoda e um anti-morfismo de algebras, ou 
seja, S(hk) =  S(k)S (h ), Vh, k £ H . Dado um anel R, um R-modulo a esquerda M  sera um grupo 
abeliano munido de uma acão R x M  ^  M  que, para cada r £ R, a funçao r x M  ^  M  e morfismo 
de grupos, e que satisfaz r ■ (s ■ m) =  (rs) ■ m, Vr, s £ R, Vm £ M . Quando R  tem unidade, 
tambem pedimos que 1R ■ m  =  m, Vm £ M . Dado um H -mádulo à esquerda M , chamamos de 
submádulo dos invariantes o H -mádulo a esquerda M H =  {m £ M  ; h ■ m  =  e(h)m, Vh £ H }. 
Chamamos de integrais os elementos de f H =  H H, ou seja, os elementos do submádulo dos 
invariantes de H  como H -modulo a esquerda.
Quando a álgebra de Hopf H  tem dimensão finita sobre K, sua antápoda e bijetora e 
/H e unidimensional como K-espaço vetorial (ver [14]). Denotaremos por S - 1 : H  ^  H  a 
funçao inversa de S. Temos que S -1 tambem e um anti-morfismo de algebras e satisfaz 
e(h)1H =  h2S -1 (h1) =  S -1 (h2)h 1, Vh £ H . Fixaremos um elemento gerador 0 =  t £ f lH, 
ou seja, ht =  e(h)t, Vh £ H , e associado a este t, temos um elemento group-like distinguido 
a £ G (H *) tal que th  =  a(h)t, Vh £ H  (ver [7]).
Uma H -modulo algebra a esquerda A  sera uma álgebra que e um H -modulo à esquerda 
satisfazendo h ■ (ab) =  J2(h1 ■ a)(h2 ■ b), Vh £ H , Va,b £ A. O submodulo dos invariantes 
AH e uma algebra, que chamaremos de subalgebra dos invariantes. Definimos a algebra 
produto smash de A  por H , denotada por A # H , como A 0  H  com o produto definido por 
(a#h )(b#k) = Y^ a(h1 ■ b )# h 2k. Temos que A  e um A # H -A H-bimodulo e, se a álgebra de Hopf 
H  tem dimensão finita, então A  e um A H-A#H-bimodulo.
Dado uma coalgebra (C, A c ,e C), um C -comádulo à direita N  e um K-espaco vetorial 
munido de uma coação p : N  ^  N  0  C  tal que (p 0  C ) o p =  (N  0  A C) o p e uma H -comádulo 
algebra a direita B  e uma algebra que e um H -comodulo à direita onde a coacao p : B  ^  B  0  H  
e um morfismo de álgebras. Chamamos de subalgebra dos coinvariantes o H -comodulo a direita 
B coH =  {b £ b  ; p(b) =  b 0  1H}. Dizemos que a extensao B coH C B  e H -Galois se a função 
can: B  0  B  ^  B  0  H  dada por can(a 0  b) =  ap(b), Va, b £ B , e sobrejetora.gco H
Um exemplo bem conhecido de comáodulo áalgebras áe o das aálgebras G-graduadas. Dados um 
grupo G e uma algebra A  que e G-graduada, ou seja, A  =  ®  Ag com Ag C A  subespaco de A
g£G
para cada g £ G e AgA h C Agh, esta G-graduacão pode ser interpretada como uma KG-coação, 
definindo-se, para cada g £ G, p(a) =  a 0  g, para cada a £ Ag, e estendendo linearmente esta 
definiçao para toda a algebra A. O Teorema de Ulbrich nos diz que a extensão A coKG C A  e
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KG-Galois se, e somente se AgA h =  Agh, para todo g ,h  £ G.
Quando a algebra de Hopf H  tem dimensão finita sobre K, uma H -modulo álgebra a 
esquerda e uma H *-comodulo algebra à direita com A H =  A co H*. Neste caso, diremos que 
a extensao A H C A  e H *-Galois se a função can: A 0  A  ^  A  0  H  e sobrejetora.
a h
Uma aplicacao das extensoes H *-Galois e o estudo das extensoes finitas de corpos F  C E . 
Dado o grupo G dos automorfismos de E  que fixam elementos de F , a algebra de grupos KG 
age em E  por g ■ x  =  g(x) e claramente F  =  E KG. Neste caso, temos que a extensao F  C E  e 
Galois se, e somente se, a extensao E KG C E  e KG*-Galois.
O Teorem a de C ohen-Fischm an-M ontgom
ery
Nesta secçãao apresentaremos as ideias da demonstracçãao classica do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery [7, Theorem 1.2]:
T eo rem a (Cohen-Fischman-Montgomery). Sejam H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e 
A uma H-módulo algebra a esquerda (com unidade). Sao equivalentes:
1. A H C A  ó extensão H  *-Galois;
2. (a) a função n : A # H  ^  End (Aah ) e isomorfismo de ólgebras, e
(b) A  e um A H -módulo a direita projetivo finitamente gerado;
3. A  e gerador na categoria de A#H -m ódulos a esquerda;
4. se 0 =  t £ fH , entao a funcao [, ] : A  0  A  ^  A # H  dada por [a,b] =  (a# t)(b # 1 H) e
a h
sobrejetora;
5. para qualquer A #H -m odulo à esquerda M , considere A  0  M H como A#H -m odulo à
a h
esquerda com acão de A # H  sobre A  induzida por n. Entao a funcao:
ò : A 0  M H — > M
a h
a 0  m  1— > a ■ m
ó isomorfismo de A#H -m odulos a esquerda.
A demonstracão segue a seguinte estrutura:
(1) (4) (5)
(2^  (3)
A equivalencia (1) (4) e feita por Kreimer-Takeuchi [13] e nao depende da existencia
da unidade, pois e consequencia da função d : H * ^  H  definida por d ( f ) =  Y) f  ( t1)t2 ser uma
bijeção (veja [14], [15]) e [, ] =  (A 0  d) o can.
A implicação (4) ^  (3) segue do fato de 1 a# 1 H estar na imagem de [, ], pois isto implica
que existe um epimorfismo de A # H -modulos a esquerda ®  A ^  A # H . Em nosso trabalho,
n
utilizaremos uma abordagem diferente, utilizando um resultado de Garcia-Simon [12] que garante 
que, dado um contexto de Morita (R, F, r Pf , FQR, ( , ), [, ]), se [ ^  e sobrejetor, FQ gera FF.
Como A # H  e um A # H -modulo a esquerda, um A-modulo a esquerda e um 
H -modulo a esquerda, a implicaçao (5) ^  (4) segue do fato de (A # H )h  =  t ■ (A #1h ) e
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(a # 1 H)(t ■ (b#1H)) =  (a# t)(b # 1 H). Em nosso trabalho, apenas precisamos tomar o cuidado 
de verificar que A # H  e tambem A-mádulo a esquerda e H -mádulo a esquerda, pois a estrutura 
de H -modulo a esquerda em um A # H -modulo à esquerda nao pode mais ser induzida pelo 
isomorfismo H  =  1 a # H .
A implicacão (4) ^  (5) segue do fato de 1a # 1H estar na imagem de
[, ], pois se Y^Ti= 1 [ai,bi] =  1 a # 1 H, a funcão ^ :  M  ^  A  0  M H definida por
AH
^(m ) =  Y^i= 1  aí 0  (t ■ ((bj#1H) ■ m)) e a inversa de ò. Em nosso trabalho, mostraremos que 
[ , ] sobrejetor implica que ò e sobrejetora para modulos unitarios e livres de torçao, sendo o
seu nucleo a torçao de A 0  M H.
a h
A implicação (2) ^  (4) e obtida partindo de uma base dual {(aí , f  í)}™=1 de A a h , pois 
como n e isomorfismo de algebras, para cada i existe yí £ A  tal que n(t ■ (yí# 1 H)) =  f í e 
Y^í= 1  M  =  1 a # 1 H. Em nosso trabalho, veremos que se a algebra A  não possui unidade, 
e suficiente supor que A  tenha “unidades locais a esquerda” , noçao que sera formalizado na 
definicao de modulos si-unitarios, o que implica que para cada elemento a # h , podemos supor 
a £ eA  para algum e2  =  e £ A  e tomando uma base dual {(aí , f í)}™=1 de eA AH, encontramos 
{yí}í= 1 C A  tal que ^ ”=1 [aí,yí ■ (a#h)] =  a # h .
A implicação (3) ^  (2) e feita por Faith [11, Proposition 4.1.3] e e consequencia 
do isomorfismo A H =  End (a#h A), que implica na existencia de um morfismo 
^ : A #H Hom (A, A # H ) ^  HomA H  (A , AH) satisfazendo f  (a) ■ b =  a ^ ( f  )(b) para cada a,b £ A  
e f  £ A #H Hom(A, A # H ). Prova-se que, se A#HA  gera A#HA # H ,  então existem {aí}rí= 1  C A  e 
{ f í }rí= 1  C A #H Hom(A, A # H ) tais que 1 a # 1 h  =  Z í= 1 f í (aí), e verifica-se que {(aí, ^ ( / í))}?=1 e 
uma base dual para A a h  e n e um isomorfismo de algebras. Em nosso trabalho, acrescentando 
algumas hipáteses extras sobre A  e A H, como pedir que A  seja um A H-modulo a direita 
si-unitario, partimos das mesmas funcoes para encontrar uma base dual para os submodulos 
eAAH, com e2  =  e £ A, concluindo que A a h  e localmente projetivo no sentido de Anh-Marki [2].
Alem disso, temos algumas implicaçcãoes extras na literatura, como por exemplo: [13, 
Theorem 1.7 (3)] de Kreimer-Takeuchi nos da (1) ^  (2.a), [8, Theorem 2.11 (a)] de Doi-Takeuchi 
nos da (1) ^  (5) e [22, Theorem 1.1] de Ulbrich nos da (2) ^  (1).
1. MÓDULOS SOBRE ANÉIS SEM UNIDADE
Neste capítulo apresentaremos resultados de módulos sobre anéis sem unidade que serao 
necessários neste trabalho. Todas as definições feitas para modulos a esquerda possuem anaiogas 
a direita, assim como os resultados obtidos.
Ao retirarmos o axioma 1 ■ x =  x, surgem questões do tipo: O que fazemos com os elementos 
no modulo que nao podem ser representados utilizando a açao? O que fazemos com os elementos 
no mádulo em que a acao e trivial (nula)? Existem elementos no modulo que possuem uma 
especie de unidade no anel? Saber trabalhar com tais elementos e a primeira etapa para se 
resolver problemas mais complexos envolvendo modulos sobre aneis sem unidade.
1.1 M odulos Unitários, de Torção e Livres de Torção 
D efin ição 1.1. Seja R  um anel.
1. Dizemos que um anel R e idempotente se R =  R2, isto e, Vr e  R, 3(6^ Cj^Li 0  R tais que
r  =  E iL i bici.
2. Dado um R-modulo a esquerda M , chamamos de parte unitaria de M  o R-submodulo R M . 
Quando M  =  R M , isto e, Vm e M , 3 (r i}™=1 0  R e (m j}n=1 0  M  tais que m =  X) ri ' m», 
dizemos que M  e um R-modulo unitario.
3. Se M  e um R-modulo a esquerda e N  0  M  e um R-submodulo, dizemos que N  e submodulo
de torçõo se R N  =  0, isto e, Vr e  R, Vn e  N , r  ■ n  =  0. A torçao de M  e a  soma de todos
os seus submodulos de torçcõao e pode ser descrita como:
t R (M ) =  (m  e  M  ; r  ■ m =  0, Vr e  R}.
(a) Quando t R (M ) =  M , ou seja, Vm e M , temos r  ■ m =  0, Vr e  R, dizemos que M  e 
um R-modulo de torcçõao.
(b) Quando t R (M ) =  0, ou seja, Vm e  M , r  ■ m =  0, Vr e  R implica m =  0, dizemos que 
M  e um R-modulo livre de torçao.
(c) Quando M  =  R, as torçoes a esquerda e a direita sao chamadas de anuladores à 
direita e a esquerda respectivamente e denotadas por:
r  (R) =  t r  (rR ) =  ( r  e  R ; R r =  0},
l  (R) =  tR (R r ) =  ( r  e  R ; rR  =  0}.
O bservação  1.2. Se um anel R e idempotente, entao para cada R-modulo a esquerda M , o 
R-submodulo RM  e um R-modulo unitario.
E xem plo  1.3. Dado um anel R qualquer e um grupo abeliano aditivo M , podemos definir a 
açao de R em M  por r  ■ x =  0, Vr e  R, x e  M . Entao M  e um R-modulo de torçao.
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E xem plo  1.4. Seja X  um espaço localmente compacto e Hausdorff. Considere C (X ) o espaco 
das funcões contínuas de X  para K com suporte compacto, ou seja, as funcões contínuas de X  
para K que sao nulas fora de algum subconjunto compacto. Entao C (X ) e um anel comutativo 
idempotente sem anuladores, pois dado um elemento f  £ C (X ) com U o seu suporte compacto, 
podemos cobrir U com um námero finito de abertos que possuem fecho compacto, o que implica 
que sua uniao e um aberto V  que contem U , e o fecho V  e compacto. Pelo [17, Lemma 2.12] 
(Lema de Urysohn), existe uma funcao g que tem valor 1 em U , 0 no complementar de V  e e 
contínua em V /U , ou seja, g pertence a C (X ) e satisfaz fg  =  g f  =  f .
E xem plo  1.5. Considere K um corpo e 0 < k < n  inteiros. Tome R  o subespaço de Mnxn(K) 
gerado pelas matrizes E í-  =  (ôí,rõj,s1)r,s com 1 < i < n  e 1 < j  < k, ou seja:
R  =
l  ai,i ■ ■ ■ ai,k 0 ■ ■ ■ 0 \
\ an,1 ■ ■ ■ On,k 0 ■ ■ ■ 0 )
; üi,j G K > Ç Mnxn(K ).
Entao R  e um anel idempotente sem anuladores a esquerda com anuladores à direita não triviais. 
De fato:
k
^  aEj,j =  a, ya  £ R, 
j=1
aEí,j =  0, ya £ R ,k  < i < n, 1 < j  < k.
Note que os subespacos de Mn (K) gerados por matrizes do tipo E í-  =  (ôí,rôj,s1)r,s com k < i < n 
e 1 < j  < n  são R-modulos a esquerda de torção e os subespaços de Mnxn(K) gerados por 
matrizes do tipo E i-  =  (5ir áj,s1)r,s com 1 < i < k e 1 < j  < n  sao R-mádulos a esquerda 
unitáarios e livres de torçcãao.
E xem plo  1.6. Como proposto por Wofsey [24], dado um anel R, considere o anel F  definido 
por: F  =  R  como conjuntos, a soma em F  áe a soma em R , mas a multiplicaçcãao em F  áe dada
por x  * y =  0, yx, y £ F . Considere M  =  R  x R  e defina:
F  x M  — > M  
(s, (a, b)) i— > (0, sa)
Então M  e um F -modulo a esquerda, sua parte unitária e F M  =  0 x R 2 e sua torçao e 
t F (M ) =  r  (R) x R.
O bservacao  1.7. Na categoria de R-modulos R  -MOD, podemos considerar as seguintes classes:
T ( R -MOD) =  { X  £ R -MOD ; X  e R-modulo de torção},
L (R -MOD) =  { X  £ R -MOD ; X  e R-mádulo livre de torçao},
R -Mod =  { X  £ R -MOD ; X  e R-mádulo unitário},
R -mod =  { X  £ R -MOD ; X  e R-mádulo unitário e livre de torção}.
No Apendice B , mostramos que se R  e idempotente, (T(R-M OD), L(R-M OD)) e uma teoria de 
torçao hereditaria (Smal0, [18]) e (R-M od,T(R-M O D)) e uma teoria de torção (Smal0, [18]).
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L em a 1.8. Seja R um anel. A função:
t R (_) : R -MOD — ► R-MOD
X  - ^  t R  (X )
e um funtor covariante e t R (R-MOD) O T(R-M OD), ou seja, a torção de um módulo e um 
modulo de torçao. Consequentemente, se X , Y sao dois R-módulos à esquerda com Y  livre 
de torçao e f : X  ^  Y e um morfismo de R-módulos à esquerda, então t R (X ) O K e r ( f ) e 
n : X  ^  X / t R  (X ) induz a bijeção:
R Hom (X, Y ) ^  R Hom ( X / t R  (X ) , Y) .
Demonstraçao. Para verificar que t R  (_) e funtor, vamos provar que preserva composicõo 
de morfismos. Por definiçao temos que t R  (X ) e  T(R-M OD), VX e  R-MOD. Sejam 
X, Y, Z  e  R-MOD, f : X  ^  Y e g : Y ^  Z  morfismos de R-mádulos. Temos que:
R f  ( t R  (X )) =  f  ( R t r  (X )) =  0,
o que implica que f  ( t R  (X )) O t R  (Y) e podemos tomar t R  ( f ) =  f  \t R (X). Analogamente,
t R (g) =  g |tR (Y). Claramente:
(g ◦  f  )\tR(X) =  g \tR(Y) ◦  f  11R (X).
Portanto t R  (_) e um funtor covariante.
Se Y e livre de to r ç ao, como f  ( t R  (X )) O t R  (Y), temos que t R  (X ) O K e r( f ). 
Considerando a projeçao n : X  ^  X / t R  (X ), podemos definir a fumjõo:
n * : R Hom ( X / t R  (X ), Y) R Hom (X, Y)
tf i— > tf o n
Claramente n* e injetora. Pela propriedade universal do quociente, para cada f : X  ^  Y existe 
unico t f : X / t R  (X ) ^  Y tal que f  =  tf o n, o que implica que n* e uma bijecõo. ■
L em a 1.9. Seja R um anel. A funçao:
tf: R-MOD — ► R-MOD
X  - ^  X / t R  (X )
e um funtor covariante e, se R e um anel idempotente, então tf(R-M OD) O F(R-M O D ), ou 
seja, o quociente de um modulo por sua torçao e um modulo livre de torçao.
Demonstração. Sejam X, Y, Z e  R-MOD, f : X  ^  Y e g : Y ^  Z morfismos de R-modulos. 
Considere nX : X  ^  X / t R  (X ), nY : Y ^  Y / t R  (Y), nz : Z ^  Z / t R  (Z ) as projecões canonicas. 
Temos que nY o f : X  ^  Y / t R  (Y) e um morfismo de R-modulos e, como f  ( t R  (X )) O t R  (Y) 
pelo Lema 1.8, t R  (X ) O Ker (nY o f ). Pela propriedade universal do quociente, existe unico:
f : X / t R  (X ) ^  Y / t R  (Y) tal que f  o n x  =  nY ◦  f.
Analogamente, existem:
g : Y / t R  (Y) ^  Z / t R  (Z ) tal que g o i y  =  nz  o g,
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h : X / t R (X ) ^  Z / t R (Z ) tal que h o nX =  nZ ◦  g o f .
Pela unicidade, temos que h =  g o f , ou seja, tomando ^ ( f ) =  f , ^(g) =  g e ^ (g  o f ) =  h:
^ (g  o f ) =  *(g) o t f ( f ).
Portanto ^  e um funtor covariante.
Suponha que R  e um anel idempotente e tome X  um R-modulo. Se x  £ X / t R (X ) e tal 
que ax =  0, ya £ R, entao ax £ t R (X ), ya £ R. Para cada a £ R, existem {b,i, cí }rn=1 £ R  tais 
que a =  ^  n=1 bící . Como cíx  £ t R (X ), yi, temos que:
n
ax =  ^  bícíx  =  0.
í=1
Ou seja, x  £ t R (X ) e x  =  0, o que implica que X / t R (X ) e livre de torçao. ■
D efiniçao 1.10. Sejam R  um anel, X  e Y  dois R-mádulos à esquerda e f : X  ^  Y  um morfismo 
de R-modulos a esquerda. Dizemos que f  tem nácleo de torçao quando Ker ( f ) =  t R (X ).
D efin içao 1.11. Sejam R  um anel e X  e Y  dois R-modulos a esquerda. Dizemos que X  gera
Y  se existe um epimorfismo n : ® X  ^  Y  para alguma família Q.
n
L em a 1.12. Dado um anel R, se um R-modulo à esquerda X  gera R, entâ,o X  gera a categoria 
de R-modulos a esquerda unitarios.
Demonstração. Para cada R-modulo unitario Y , temos o epimorfismo n 1: ® R ^  Y  dado por
Y
n 1 ((ry)yeY ) =  ^ yeY rv • y. Como X  gera R, existe epimorfismo n2 : ® X  ^  R  para alguma
família Q. Tomando n : ®  X  ^  Y  como
n x Y
n ( (xí,y ) (í,y)enxY) = Y 1  n 1 i (n2(xí,y ))yey ) , 
íen
podemos afirmar que n ú epimorfismo. ■
D efiniçao 1.13. Seja R  um anel. Um R-modulo M  ú dito fiel se r • m  =  0, ym  £ M  implica 
r =  0.
L em a 1.14. Seja R  um anel sem anuladores à esquerda. Se um R-modulo a esquerda M  gera 
R, então M  é um R-modulo fiel.
Demonstração. Seja r £ R  tal que r • m  =  0, ym  £ M . Como M  gera R, existe um epimorfismo
n : 0 M  ^  R  para alguma família Q. Logo, para cada b £ R, existe um elemento {m u } £ ® M
n n
tal que n({m u }) =  b. Isto implica que rb =  rn ({m u }) =  n({r • m u }) =  0 e r £ 1  (R). Como R
não tem anuladores à esquerda, temos que r =  0 e M  ú um R-mádulo fiel. ■
1.2 Base Dual, M ódulos Projetivos, F in itam ente Gerados e si-Unitarios
Esta seçcaão áe dedicada a introduzir as ferramentas necessáarias para as implicacçãoes envolvendo 
(2.b) do Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery, que na versao clássica pede que o A H-modulo 
a direita A  seja projetivo finitamente gerado. O objetivo desta condicão no Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery áe permitir que se trabalhe com uma base dual, pois um máodulo 
áe projetivo finitamente gerado se, e somente se, possui base dual. As definiçcãoes de moádulos 
projetivos, máodulos finitamente gerados e base dual que usaremos para o caso de máodulos sobre 
anúis sem unidade são as mesmas que usa-se no caso de mádulos sobre anúis com unidade.
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D efinição 1.15. Seja R um anel. Dado um R-modulo a esquerda P , dizemos que P  e projetivo 
se para todo epimorfismo de R-modulos à esquerda f : M  ^  N  e todo morfismo de R-modulos a 
esquerda g : P  ^  N , existe um morfismo de R-modulos à esquerda h : P  ^  M  tal que g =  f  o h.
Quando o anel R tem unidade, sabemos que R e projetivo como R-modulo a esquerda e a 
direita. No exemplo a seguir, vemos que isto nao precisa ocorrer quando o anel nao tem unidade.
E xem plo  1.16. Considere R, F  e M  como no Exemplo 1.6. Defina:
M  — ► F  
(a, b) i— > a
Este epimorfismo de F-módulos a esquerda nao cinde, pois caso contrario, como o seu nucleo e 
0 x R =  F , teríamos M  =  F  0  F  e a ação de F  em M  seria trivial, o que nao ocorre.
Todo epimorfismo f : X  ^  P  cinde se P  e projetivo, pois basta considerar o seguinte 
diagrama:
P
X  > P  ► 0
Portanto, como o epimorfismo M  ^  F  acima não cinde, temos que F  nao e projetivo como 
F-módulo à esquerda.
D efinição 1.17. Seja R um anel. Dado um R-modulo a esquerda M , dizemos que M  e
finitamente gerado se existe {mj}”=1 ç  M  tal que M  =  ^ n = i R •m», ou seja, para cada m G M ,
existe {ri}™=1 Ç R tal que m =  Y^i=1 r» • m».
D efinição 1.18. Seja R um anel. Dado um R-modulo à esquerda M , uma base dual
de M , quando existir, e um subconjunto finito {m»,f Ç M  x RHom (M, R) tal que 
m =  ^ n = 1 f»(m) • m», Vm G M . Claramente todo modulo com base dual e finitamente gerado.
E xem plo  1.19. Sejam K um corpo e R =  Mkxn(K) a ólgebra que e o K-espaco vetorial de 
matrizes retangulares k x n com entradas em K, onde 1 < k < n, munido da multiplicacao 
induzida pela inclusao R ç  Mnxn(K).
í  a1 1 a1 n \
V
1,  ■ ' 1,
ak,1 ' ' ak,n
0 ■ ■ 0
0 • 0
, aí j  G K ç  M„ xra(K ).
/
Denotando por E»,j a matriz com valor 1 na coordenada ( i , j)  e 0 nas demais, temos:
R ^ ^ a»,jE»,j G Mraxn(K) ; a»,j =  0 se i >  ^ .
Considerando X  =  l  (R) a subólgebra de anuladores a esquerda de R, temos que:
X  =  | ^  a»,jE»,j G Mnxn(K) ; a»,j =  0 se i > k ou j  < ^ ,




Sj,k+sFi,j G ^ ,
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f s : X  R
k n k n
E E  aí,j E í,j 1  ̂E E  aí,k+s Eí,j
í=1j=k+1 í=1 j=1
É facil verificar que f s £ RHom (X, R). Para cada x  =  ^  k=1Y lf̂ =k+1 aíj E í,j £ X , temos:
n-k n -k k n k n ^
E f s(x)xs =  E  ( E  E  aí,k+sEí,j)  ( E  E  n -  k ̂ j,k+sEí,j)
s=1 s=1 í=1 j=1 í=1 j=k+1
n - k k n -
n -  k a%'k+s^j 'k+sE%,j
s=1í=1j=k+1 
n— k ^
=  E ( E  n - k a íj ) E íjs=1
=  aí,jE í,j
=  x,
o que implica que {(xs, f  s)}n=1 Ç X  x  RHom (X, R) ú uma base dual de X  como R-modulo a 
esquerda.
P ro p o siçao  1.20. Seja R  um anel. Um R-modulo a esquerda P  é projetivo finitamente gerado 
se, e somente se, possui uma base dual.
Demonstração. ( ^ )  : Como P  ú finitamente gerado, existe {x í}rn=1 Ç P  tal que
P  =  E n=1 R • xí. Logo:
n
f : ^  P
i=l
n
(n ,. .. ,r n )  -— ► E rí • xí
í=1
n
ú um epimorfismo de R-modulos à esquerda. Como P  ú projetivo, existe g : P  ^  © R  tal que
i = 1n n n
x  =  f  o g(x) y x  £ P . Como a soma direta ú finita, temos © R  =  n  R. Sendo ní : n  R ^  R  a
i=1 í=1 í=1
projecao na i-úsima coordenada, definimos f í : P  ^  R  por f í =  ní o g. Para cada x £ P , temos:
n
E f í (x )  • x í = f  ( f  1(x), ..^ fn(x))
í=1
=  f  ( n  o g(x),...,nn  o g(x))
=  f  o g (x)
=  x,
o que implica que {(xí , f  í)}n=1 Ç P  x  RHom (P, R)  ú uma base dual de P .
( ^ )  : Seja {(xí , f í)}n=1 Ç M  x  RHom(P, R) uma base dual de P  como R-mádulo a
esquerda. Para cada epimorfismo de R-modulos a esquerda <p: M  ^  N  e cada morfismo de 
R-modulos a esquerda ^ : P  ^  N , existe {m í}rn=1 Ç M  tal que ^ (m í) =  ^ (x í), yi =  1, ...,n.
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Defina:
9: P  — > M
n
x  I— > ^2  f  "(x) ■ mi
i= 1
Como cada f i e morfismo de R-modulos à esquerda, temos que 9 e um morfismo de R-modulos 
à esquerda. Alem disso, para cada x e  P , temos:
n
A ◦  9(x) =  ^  <p(f"(x) ■ m i)
i=1
n
=  ^  fi(x ) ' A(mi)
i=1
n
=  ^  fi(x ) ' ^ (xi)
i=1
n
=  ^  ^ (fi(x) ' xi)
i=1
=  ^(x).
Portanto P  e um R-modulo à esquerda projetivo finitamente gerado. ■
Com a finalidade de incluir um anel sem unidades R na classe dos R-modulos que fazem o 
papel dos progeradores no caso de módulos sobre aneis com unidades, a definicao de módulos 
localmente projetivos foi introduzida por Anh-Marki (ver [2]). Nos usamos uma versao levemente 
diferente desta definiçao, usando famílias dirigidas (Rotman, [16]), como na definicão de sistema 
direto cindido apresentado por Caenepeel-Groot-Vercruysse [4].
D efin ição 1.21. Uma família parcialmente ordenada I  e chamada de família dirigida se, para 
toda família finita F  ç  I , existe um elemento k e  I  tal que i < k, Vi e  F .
D efin ição 1.22. Um R-modulo a esquerda P  e um módulo localmente projetivo se existe uma 
família dirigida I  e um sistema direto ( P ^ e /  de somandos diretos de P  projetivos finitamente 
gerados com projecães 0i : P  ^  P" tais que 0 i se fatora por sempre que i < j , e tal que 
lim Pi =  P .
D efinição 1.23. Um anel R possui unidades locais se, para cada r  e  R, existe e2 =  e e  R tal 
que er =  re =  r.
Veremos no Lema 3.23 que uma H -modulo algebra A  com unidades locais satisfaz todas 
as condicães de modulos localmente projetivos, exceto pelo fato dos somandos diretos serem 
projetivos e, por este motivo, trocaremos a afirmação “A e um AH-modulo à direita projetivo 
finitamente gerado” pela afirmacão “A e um AH-módulo à direita localmente projetivo” no 
Teorema 3.24. Mas nao precisamos que existam unidades locais nas generalizacães de cada 
implicação: Na Proposiçao 3.21, que generaliza a implicacao (3) ^  (2) do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery, precisamos de elementos na subalgebra de invariantes que agem 
como unidades locais apenas a direita da algebra, e na Proposicao 3.22, que generaliza a 
implicação (2) ^  (4) do Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery, precisamos de “unidades 
locais à esquerda” em A.
1. Módulos sobre Aneis sem Unidade 19
Definimos uma nova classe de módulos, os modulos si-unitórios, para formalizar esta nocão 
de unidades locais a esquerda ou a direita. A definicao de módulos si-unitarios e inspirada 
na definição de modulos s-unitarios de Tominaga (para cada m e  RM, existe r  e  R tal que 
m =  r  ■ m, veja [21]), e a motivação desta definiçao vem da seguinte situaçao: se R tem unidades 
locais e M  e um R-modulo unitario à esquerda, para cada m e  M  existe uma unidade local 
u e  R tal que m =  u ■ m.
D efinição 1.24. Sejam R um anel e M  um R-modulo a esquerda. Se para cada família finita 
r  ç  M  existe e2 =  e e  R tal que m =  e ■ m, Vm e r ,  dizemos que M  e um R-modulo si-unitório.
E xem plo  1.25. O anel C (X ) do Exemplo 1.4 e s-unitório como C(X)-módulo à esquerda e à 
direita, mas não e si-unitório, pois o único elemento idempotente e a funcão zero.
E xem plo  1.26. O anel R do Exemplo 1.5 e si-unitario  como R-modulo a direita, mas não 
como R-modulo a esquerda.
E xem plo  1.27. Dada uma K-categoria C, definimos a ólgebra a(C) por:
a(C) =  @  yC x,
x,yeCg
com produto dado pelo produto usual de matrizes e composicao em C:
( y yüz O zÒx
A ólgebra a(C) possui uma família de elementos idempotentes ortogonais indexados pelos 
objetos de C: para cada x e  Co, considere Ex e  a(C) o elemento com identidade de x em (x, x) 
e o morfismo nulo nos demais índices. Para cada (yax) e  a(C), existe um conjunto finito r  ç  C0 
tal que yax =  0 apenas se {x, y} ç  r .  Considerando e =  ^ xer Ex, temos e2 =  e e ae =  ea =  a. 
Portanto a(C) a(C) e a(C )a(C) são si-unitórios.
O bservação  1.28. Todo módulo si-unitório e s-unitario e todo modulo s-unitario e unitario e 
livre de torcçãao.
L em ã 1.29. Dado um anel R, se o R-módulo à esquerda R e si-unitário, entâ,o todo R-módulo 
à esquerda unitario ó si-unitario.
Demonstração. Seja M  um R-modulo à esquerda unitario e considere uma famólia finita
j =  1 ç  R e {mi,j j{m1,...,m n } ç  M . Para cada i =  1 ,...,n , existem {ri)j- j  1 ç   e { i)j- j  1 ç  M  tais que
mi =  X j=  1 r i,j ' mi,j. Como r R e si-unitório, existe e2 =  e e  R tal que r i)j- =  eri)j-, Vi, j . Logo,
para cada i =  1, ...,n, temos:
ni ni ni
e ' mi =  ^2  e ' ( r i j  ■ m i j ) =  ^ (e r ij) ■ mi;j =  ^  ri;j ■ mi;j =  mi,
j=1 j=1 j=1
o que implica que M  e um R-modulo si-unitório. ■
E xem plo  1.30. Considere a ólgebra A =  a(C) como no Exemplo 1.27. Como apresentado por
Cibils-Marcos em [6, Definition 4.1], um C-modulo a esquerda M  e um funtor covariante da 
categoria C  para K-MOD. A partir de um C-módulo M , definimos um A-modulo a esquerda 
M ' dado por M ' =  n xe^  xM  como K-espaco vetorial e açao yax ■ (zm) =  (zn) onde zn  =  z0 
se z =  x e zn =  ya x ■ xm se z =  x. Como A =  0  yCx e um anel que e si-unitario  como
x,y GCq
A-modulo, temos que a parte unitaria AM ' =  0  xM  e um A-modulo si-unitório.
x
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O lema a seguir e consequencia direta do [23, Lemma 2.11] de Vercruysse e do [9, Lemma 
2.4] de Dokuchaev-Del Río-Simon, e relaciona modulos si-unitarios com aneis com unidades 
locais.
L em a 1.31. Dado um anel R, os módulos RR e R r  são s i -unitários se, e somente se, o anel 
R tem unidades locais.
Demonstração. ( ^ )  : [23, Lemma 2.11] Dado r  G R, como r R e si-unitario, existe x2 =  x G R
tal que r  =  xr. Como R r  e si-unitório, existe y2 =  y G R tal que r  =  ry e x =  xy. Tomando 
e =  x +  y — yx, temos:
e2 =  (x +  y — yx)2
2 I i i 2 2 2 i=  x +  xy — xyx +  yx +  y — y x  — yx — yxy +  yxyx 
=  x +  x — x +  yx +  y — yx — yx — yx +  yx 
=  x +  y — yx
=  e,
er =  (x +  y — yx)r 
=  x r +  yr — yxr 
=  r  +  yr — yr
=  r,
re =  r(x  +  y — yx)
=  rx  +  ry — ryx 
=  rx  +  r  — rx 
=  r.
Portanto er =  re =  r, com e2 =  e.
( ^ )  : [9, Lemma 2.4] Provaremos apenas que r R e si-unitório, pois o resultado a direita
segue de forma analoga. A prova sera feita para dois elementos, mas pode ser facilmente 
estendida para conjuntos finitos usando inducao. Dados {x, y} ç  R, existem r 2 =  r 1, r |  =  r 2 G R 
tais que x =  r 1x e y — r 1y =  r2(y — r 1y). Tomando r  =  r 1 +  r 2 — r 2r 1, existe e2 =  e G R tal que 
r  =  er. Note que:
rx  =  (r1 +  r 2 — r 2r 1)x 
=  r 1x +  r2x — r2r 1x 
=  x +  r 2x — r 2x
=  x,
ry =  ( r 1 +  r 2 — r 2n )y  
=  n y  +  r2(y — n y )
=  n y  +  y — r 1y 
=  y.
Logo ex =  e(rx) =  rx  =  x e ey =  e(ry) =  ry =  y.
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L em a 1.32. Dado um anel R com unidades locais, para cada subconjunto finito r  ç  R, existe 
e2 =  e G R tal que ex =  xe =  x, Vx G r .
Demonstração. Pelo Lema 1.31, os modulos r R e Rr  são si-unitórios. Existem r2 =  r 1 G R 
tal que x =  r 1x, Vx G r  e r |  =  r 2 G R tal que r 1 =  r 1r 2 e x =  x r2, Vx G r .  Tomando 
e =  r 1 +  r 2 — r2r 1, repetimos as contas do Lema 1.31 para verificar que ex =  xe =  x, Vx G r ,  
com e2 =  e. ■
1.3 Bim odulos e Espaços de M orfísmos
Nesta secão apresentaremos as ferramentas utilizadas por Garcia-Simon [12] a respeito de 
bimóodulos e espacços de morfismos para demonstrar sob quais condiçcãoes um contexto de Morita 
se torna uma equivalencia de Morita. Tal demonstracao sera apresentada no Capítulo 2.
A maior parte dos morfismos apresentados nos resultados a seguir óe isomorfismo quando 
trabalhamos com modulos sobre aneis com unidade. No caso de aneis sem unidade, tais 
morfismos induzirão isomorfismos ao considerarmos a restricao a parte unitaria quando o módulo 
nao for unitario e quocientarmos pela torçao quando o módulo não for livre de torçao.
L em a 1.33. Sejam  R e F  anéis. Então:
• para cada R-modulo a esquerda X  e cada R -F -bimodulo P , temos que RHom (P, X ) e um 
F -módulo '  esquerda, com açao dada por:
F  x RHom (P, X ) — ► RHom (P, X )
(b f )  (P ^  f  (Pb))
e, se P F e unitório, RHom (P, X ) e um  F -módulo a esquerda livre de torcao,
• para cada R-modulo a direita Y e cada F -R-bimodulo Q, temos que HomR (Q ,Y ) e um 
F -módulo à direita, com acao dada por:
HomR (Q, Y) x F  — > HomR (Q, Y)
(f,b) (q ^  f(bq))
e, se FQ e unitório, HomR (Q ,Y ) e um  F -módulo a direita livre de torcao.
Demonstracao. Faremos a demonstracao apenas para o primeiro item. O segundo segue de 
forma analoga. Sejam X  um R-modulo a esquerda e P  um R-F-bimodulo. Primeiramente 
vejamos que (b • f ) G RHom (P, X ), Vb G F  e Vf G RHom (P, X ). Como P  e um R-F-bimódulo, 
para cada p G P  e a G R, temos:
(b • f  )(ap) =  f  ((ap)b)
=  f  (a(Pb))
=  a f  (pb)
=  a(b • f  )(p) .
Dados f  G RHom (P, X) e a, b G F , para cada p G P , temos:
((ab) ■ / ) (P) =  / (P(ab))
=  (b ■ f  )(Pa)
=  (a ■ (b ■ f ))(P),
1. Modulos sobre Anéis sem Unidade 22
ou seja, (ab) ■ f  =  a ■ (b ■ f ) e RHom (P, X ) e um F-modulo à esquerda.
Assuma que PF e unitório. Para cada p e  P , existem {p1, ...,pn} ç  P  e {b1, ..., bn } ç  F  
tais que p =  ^ n = 1 pibi . Se f  e  RHom (P, X ) e tal que F  ■ f  =  0, temos:
n
f  (p ) =  E  f  (pibi)
i=1
n
=  E  f  (pibi)
i=1
n
=  E (bi ■f  )(pi)
i=1 
=  0,
ou seja, f  =  0, o que implica que RHom(P, X ) e um F-modulo à esquerda livre de torção. ■
L em ã 1.34. Sejam  R um anel e X  um R-modulo a esquerda. A funçao:
t f : X  — ► RHom (R, X ) 
x i— > (a ^  ax)
e um morfismo de R-módulos a esquerda. Se X  é unitario, entao tf induz o isomorfismo:
X /tR  (X ) ^  R ■ RHom (R, X )
Demonstração. Sejam a, b e  R e x e  X . Entao:
tf(ax)(b) =  bax
=  tf(x)(ba)
=  (a ■ tf(x))(b),
ou seja, tf e morfismo de R-modulos à esquerda.
Se X  e um R-modulo à esquerda unitario, para cada x e  X , existem {ai }n=1 ç  R e
{xi}n=1 ç  X  tais que x =  5^n=1 aixi . Assim, para cada a e  R temos:





=  E  tf(xi)(aai)
i=1 
n
=  E (ai '  tf(x i))(a ).
i=1
Isto quer dizer que Im (tf) ç  R ■ RHom (R, X ) e:
n
tf(x) =  E  ai ■ tf(xi), onde x =  E> > ajxj.
i=1 i=1
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Seja ^™=i a  • fi  e  R • RHom (R, X ). Para cada a e  R, temos que:
n n
J ^ (ai • f i)(a) =  ^  f i (aai)
i=1 i=1
n
=  a f i (ai)
i=1
n
=  E  ^ (fi (ai) ) ( a )
i=1
o que implica que R • RHom (R, X ) C Im (T).
Claramente temos que t R (X ) =  Ker (T), pois para cada x e  X :
T(x) = 0  ax =  0, Va e  R.
Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
X /tR  (X ) ê  R • flHom (R, X )
como R-modulos a esquerda. ■
O bservação  1.35. Dados R e F  aneis, X  um R-modulo à esquerda e M  um R -F -bimodulo, 
podemos nos perguntar como RHom(M , X ) se relaciona com RH o m (M /tR (M ), X ) ou 
RH o m (M /tR (M ) ,X ).
No Lema 1.8, vemos que se X  e um R-modulo livre de torçao, n : M  ^  M / t R (M ) induz a 
bijeçao:
RHom (M, X ) Ê RHom ( M /tR (M ), X ) .
No Lema 1.36, veremos que, se F  e anel idempotente e M  e livre de torçao como F-modulo, 
n : M  ^  M / t F (M ) induz o isomorfismo:
F  • RHom (M, X ) =  F  • RHom (M /tF  (M ) , X ).
L em a 1.36. Sejam  R um anel, X  um R-modulo à esquerda, F  um anel idempotente e M  um 
R -F -bimodulo que e unitário como F -modulo. Temos um isomorfismo de F -modulos à esquerda:
F  • RHom (M, X ) =  F  • RHom ( M /tF (M ) , X ).
Demonstração. Considere n : M  ^  M / t F (M ) a projeçao canonica e defina:
0: RHom (M /tF  (M ), X ) — > RHom (M, X )
f  i— > f  o n
Como M  e unitario como F-modulo a direita, pelo Lema 1.33, temos que RHom(M , X ) e livre 
de torçao. Para cada b e  F , m e  M  e f  e  RHom (M /tF (M ), X ), temos:
0(b • f)(m ) =  (b • f)(m  +  t F (M ))
=  f  (mb +  t F (M ))
=  0 (f )(mb)
=  (b • 0 (f))(m ).
Logo, 0 e morfismo de F-modulos à esquerda.
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Seja b ■ f  e  F  ■ RHom (M, X ). Então, para cada m e  t F (M ), temos:
(b ■ f  )(m) =  f  (mb)
=  f  (0)
=  0,
ou seja, t S (M ) ç  Ker(b ■ f ). Pela propriedade universal do quociente, existe um ónico 
gb/  e  RHom ( M /tS (M ) , X ) tal que (b ■ f ) =  gb/  o n. Como F  e idempotente, para cada b e  F  
existem {b1,..., bn , c1, ..., cn } ç  F  tais que b =  ^ n = 1 bici . Assim, para cada m e  M , temos:
E  (bi ' gci^/) o n(m) =  E (bi ' gci^/)(m +  (M))
i=1 i=1
n
=  E (g c i/)(mbi + ^  (M))
i=1
n
=  E (gci^/o n)(mbi)
i=1
n
=  E (ci ■f  )(mbi)
i=1
n
=  E  f  (mbiCi)
i=1
=  f  (mb)
=  (b ■ f  )(m)
=  (gb/ o n )(m ).
Pela unicidade da propriedade universal do quociente, gb/  =  ^ n = 1 (bi ■ gcR/ ), ou seja:
gb/ e  F  ■ R H om (M /tR (M ) ,X ).
Defina:
A: F  ■ RHom (M, X ) — > F  ■ RHom ( M /tF (M ), X ) 
b ' f  1— ► gb/
Chamando de tf a restriçao de 9 a F  ■ RH o m (M /tF (M ), X ), claramente a  e tf sao inversas. 
Portanto:
F  ■ RHom (M, X ) =  F  ■ RHom ( M /tF (M ) , X ) 
como F-módulos a esquerda. ■
L em ã 1.37. Sejam  R e F  anéis, X  um R-modulo a esquerda, M  e N  dois F -R-bimodulos e 
f : M  ^  N  um epimorfismo de F -R-bimódulos. A funçao:
f  =  f  ® X : M  ® X  ^  N  ® X
R R R
e um epimorfismo de F -modulos à esquerda.
Demonstração. Sejam n e  N  e x e  X . Como f  e epimorfismo, existe m e  M  tal que f  (m) =  n. 
Assim f  (m ® x) =  f  (m) ® x =  n ® x e f  e epimorfismo de F-módulos à esquerda. ■
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O bservãção  1.38. Note que, dado um anel R, os anuladores l  (R) e r  (R) sao ideais (bilaterais) 
de R, pois para cada a e  R, temos:
l  (R) a =  0 ç  l  (R) e ( a l  (R))R =  a(1 (R) R) =  0 ^  ( a l  (R)) ç  l  (R ) ,
a r  (R) = 0  ç  r  (R) e R (r  (R) a) =  (R r (R))a =  0 ^  ( r  (R) a) ç  r  (R ) .
Logo, R / l  (R) e R / r  (R) sao aneis. Nos resultados a seguir, apresentaremos algumas relacoes 
entre R-modulos a esquerda livres de torçao e R / r  (R)-módulos à esquerda livres de torçao. Tais
resultados serão óteis na demonstraçao do Teorema 2.18, pois quando (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ])
e um contexto de Morita entre aneis sem unidade com R idempotente e , sobrejetor, a
Proposicao 2.11 diz que a relacao entre R e o anel de endomorfismos de FEnd (FQ) e:
R / r  (R) =  R ■ f End (f Q ) .
No caso classico (R com unidade), as afirmações a seguir são triviais e:
R =  f End (s Q ) .
Todos os resultados possuem analogos para R-modulos a direita, utilizando R / l  (R).
L em ã 1.39. Se R e um anel e X  e um R-modulo à esquerda livre de torçao, então X  e um 
R / r  (R) -modulo à esquerda livre de torção.
Demonstraçao. Defina:
a : R / r  (R) 0  X  — ► X
R
(a +  r  (R)) 0  x i— > ax
Se a +  r  (R) =  b +  r  (R), existe r  e  r  (R) tal que a =  b +  r. Note que r  (R) X  ç  t R (X ) =  0,
pois R (r  (R) X ) =  (R r (R))X  =  0. Logo:
a ((a  +  r  (R)) 0  x) =  ax
=  (b +  r)x 
=  bx +  rx
=  bx
=  a((b +  r  (R)) 0  x).
Se a +  r  (R) e  R / r  (R), b e  R e x e  X , temos:
a ((a  +  r  (R))b 0  x) =  a((ab +  r  (R)) 0  x)
=  abx
=  a ((a  +  r  (R)) 0  bx),
o que implica que a  esta bem definido.
Dados a +  r  (R) , b +  r  (R) e  R / r  (R) e x e  X , temos que:
a  o ( R / r  (R) 0  a )((a  +  r  (R)) 0  (b +  r  (R)) 0  x) =  a ((a  +  r  (R)) 0  (bx))
R
=  abx
=  a((ab +  r  (R)) 0  x)
=  a ((a  +  r  (R))(b +  r  (R)) 0  x).
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Logo X  e um R / r  (R)-módulo à esquerda com ação a.
Note que, se x e  X  e tal que R / r  (R) x =  0, então Rx =  0. Como X  e R-modulo livre de 
torção, temos x =  0. Mas isto implica que X  e um R / r  (R)-modulo livre de torção. ■
L em a 1.40. Sejam  R um anel idempotente e X  um R-mádulo a esquerda livre de torção. Temos 
o isomorfismo de R-mádulos à esquerda:
(R  I  X / t ^ R  f  X  =  ( R / r  (R) f  X ) / t R ( R / r  (R) f  x ) .
Demonstração. Considere as projeções:
: R ^  R / r  (R) e n : R / r  (R) f  X  ^  ^ R /r  (R) f  X ^ / t R( R / r  (R) f  x /
Pelo Lema 1.37, temos que f  X : R f  X  ^  R / r  (R) f  X  e epimorfismo de R-modulos,
R R  R
o que implica que a funcao f  =  n o (nR f  X ): R f  X  ^  ( R / r  (R) f  X  ) /  t R ( R / r  (R) f  X  ) e
R R R R
um epimorfismo de R-modulos.
Para cada Y^i=1 ai f  xi e  K e r ( f ), para cada b e  R, temos que
E n=1 b (ai f  xi) =  Y ,n=1 b f  aixi e:
ixi) =
i=1 i=1
^  n (nR(b) f  a   ^  f  (b f  aixi)
 
n
^  f  (b (ai f  xi))
i=1
n




^  nR(b) f  aixi G t R í R / r  (R) f  X  j , Vb G R 
i=1 V R /
Como R e idempotente, temos que R / r  (R) e um R-modulo unitario e para cada b G R, existem
m 
j={cj, dj}m=1 C R tais que i r (b) =  ”=1 cj ffR(dj). Logo:
I > R (b) f  aixi =  E E  CjnR(dj) f  aixi
i=1 i=1j=1
n m
=  Cj (nR(dj) f  aixi)
i=1j=1
=  O.
Como X  e um R-modulo livre de torçao, pelo Lema 1.39, X  e R / r  (R)-modulo livre de torção 
e: n n
nR(b) f  aixi =  0, Vb e  R ^  ^  aixi =  0.
i=1 R i=1
Portanto ^ n = 1 b (ai f  xi) =  ^ n = 1 b f  aixi =  0, o que implica Ker ( f ) C t R ^R  f  X ^ .
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Por outro lado, pelo Lema 1.9, ^ R /r  (R) 0  X j  j  t R^ R /r  (R) 0  X  e livre de torcao e pelo 
Lema 1.8, t R ^R  0  X ^  ç  Ker ( f ). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
( r  0  X )  1 1 ^ R  0  X  =  ( R / r  (R) 0  X ) / t R  ( R / r  (R) 0  x )  
como R-módulos a esquerda. ■
L em ã 1.41. Sejam  R um anel e X  um R-modulo a esquerda. A funçao:
A : R 0  X  — > X
R
a 0  x i— > ax
e um morfismo de R-módulos a esquerda. Alóm disso, se X  e unitario e:
1. X  e livre de torção, a funçao a  induz o isomorfismo:
X  =  (R  0  X / t ^ R  0  X ,
2. R e idempotente, a função a  induz o isomorfismo:
X /tR  (X) =  (R  0  X / t R ( R  0  X .
Demonstração. Dados a, b e  R e x e  X , temos:
A(a(b 0  x)) =  A(ab 0  x)
=  abx
=  aA(b 0  x),
o que implica que a  e morfismo de R-modulos a esquerda.
Suponha que X  seja um R-módulo à esquerda unitario. Para cada x e  X  existem 
{a1,.. . ,a n} ç  R e {x1,.. . ,x n} ç  X  tais que x =  ^ n = 1 aixi . Considerando o elemento 
S n= 1 ai 0  x" e  R 0  X , temos:
x =  aí xi
i=1 
n
A (ai ® Xi),
i=1
no que implica que Im (a ) =  X . Para cada ^ n = 1 ai 0  x" e  Ker (a ), temos que ^ n = 1 aixi =  0 e, 
para cada a e  R:
y ^ a  (ai ® Xi) =  a ® aiXi =  0,
i=1 i=1
o que implica que Ker (a ) ç  t R ^R  0  X ^  .
1. Se X  e um R-modulo à esquerda livre de torcao, pelo Lema 1.8 temos que 
tR R 0  X  ç  Ker (A). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
X  =  R 0  X  tR R 0  X
como R-modulos à esquerda.
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2. Sendo n : X  ^  X / t R (X ) a projecão canônica, temos que Ker (n o a ) C t R ^R  f  X j  . Se 
R e idempotente, pelo Lema 1.9, X / t R (X ) e um R-modulo a esquerda livre de torcao. Pelo 
Lema 1.8, temos que t R ^R  f  X ^  C Ker (n o a ) e, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, 
temos:
X /tR  (X ) =  ( r  f  X  / * r  ( R f  x ) 
como R-modulos à esquerda.
L em a 1.42. Sejam  R um anel, X  e Y dois R-modulos à esquerda e f : X  ^  Y  um morfismo 
de R-modulos à esquerda tal que a restrição f : RX  ^  RY e injetora. Então para todo par de 
elementos x ^  x2 € X  tal que f  (xi) =  f  (x2), temos que x i — x2 G (X ). Em particular, se X  
e um R-módulo a esquerda livre de torcão, então f  injetora implica f  injetora.
Demonstração. Sejam x 1,x 2 e  X  tais que f ( x 1) =  f (x 2). Para cada a e  R, temos 
f  (ax1) =  a f  (x1) =  a f  (x2) =  f  (ax2). Isto implica que f  (ax1) =  f  (ax2). Pela injetividade, temos 
que ax 1 =  ax2, Va e  R, o que implica x 1 — x2 e  t R (X ). ■
2. CONTEXTO DE MORITA
Neste capítulo, estudaremos contextos de Morita para aneis sem unidade. A primeira secao 
seró dedicada a apresentar ao leitor o exemplo do contexto de Morita entre a subalgebra 
de invariantes de uma H-modulo ólgebra a esquerda sem unidade e seu produto smash com
H . Nas demais secoes, apresentaremos resultados gerais sobre contexto de Morita envolvendo 
aneis sem unidade que foram introduzidos por Garcia-Simon [12], mas tomamos a liberdade de 
retirar das hipoteses condicães que nao são utilizadas, a fim de generalizar a aplicaçao destes 
resultados, pois em seu trabalho, supõe-se que ambos os morfismos do contexto de Morita sao 
sobrejetores e os módulos sao todos unitarios. No caso que nos interessa, que e o contexto 
(Ah , A #H , Aa#h , A#H , ( , ) , [ ,  ]), nao podemos supor que o morfismo de AH-bimódulos 
( ,  ): A 0  A  ^  AH e sobrejetor mesmo quando a algebra A  possui unidade, alem de, quando
a algebra A nao possui unidade, os módulos A#HA, Aa#h , A e Aa h  podem nao ser unitórios. 
D efin ição 2.1. Sejam R, F  aneis, P  um R-F-bimodulo, Q um F-R-bimodulo, ( , ) : P 0 Q ^  R
F
morfismo de R-bimódulos e [, 1 : Q 0  P  ^  F  morfismo de F-bimodulos. Dizemos que a sextupla
R
(R, F, P, Q, , , , ) óe um contexto de Morita se valem:
• Vp1 ,p 2 e  P  e Vq e  Q, (p1 ,q )p 2 =  P1 [q,P2] ,
• Vp e  P  e Vq1 ,q2 e  Q, [q1 ,p]q2 =  q1 <p,q2>.
2.1 C ontexto  de M orita entre Invariantes e P roduto  Sm ash
Nesta seçcãao veremos que, dadas uma aólgebra de Hopf de dimensaão finita H  e uma H-móodulo 
ólgebra à esquerda A, os resultados apresentados por Cohen-Fischman-Montgomery em [7] para 
existencia de um contexto de Morita entre as ólgebras AH e A # H  valem mesmo quando a 
algebra A não possui unidade.
Começcaremos considerando H  uma óalgebra de Hopf qualquer e, quando for necessóario, 
acrescentaremos a condicão que H  tem dimensão finita como K-espaço vetorial.
D efin ição 2.2. Sejam H  uma algebra de Hopf e A uma algebra (sem unidade). Dizemos que 
A e uma H-modulo algebra a esquerda se:
1. A e um H-módulo a esquerda via h 0  a ^  h ■ a,
2. h ■ (ab) =  ^ ( h 1 ■ a)(h2 ■ b).
Denotaremos por AH a subólgebra dos invariantes:
Ah  =  {a e  A ; h ■ a =  e(h)a}.
D efinição 2.3. Sejam H  uma algebra de Hopf e A uma H-modulo algebra à esquerda. A 
algebra produto smash A # H  e definida satisfazendo:
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1. como K-espaço vetorial, A # H  =  A  f  H ,
2. a multiplicacão em A # H  e dada estendendo-se linearmente a definicao:
(a f  h)(b f  k) := y  a (h 1 • b) f  h2k, Va f  h, b f  k e  A #H .
Deste ponto em diante, denotaremos um elemento a f  h e  A # H  por a # h , para enfatizar 
a multiplicacao em A # H  e para que nao haja confusao com a multiplicacao do produto 
tensorial A f  H  induzida pelas multiplicaçcãoes de A e de H.
P ro p o sição  2.4. Sejam  H  uma algebra de Hopf e A uma H -modulo álgebra a esquerda. Entao 
A e um A #H -A H -bimodulo, onde:
A f  Ah  — ► A 
a f  b i— ► ab
A # H  f  A — ► A
(b#h) f  a i— ► b(h • a)
sao as açoes a direita e a esquerda, respectivamente.
Demonstração. Para cada a e  A, b, c e  AH, temos:
(a • b) • c =  (ab) • c 
=  (ab)c 
=  a(bc)
=  a • (bc),
o que implica que A e AH-módulo a direita.
Para cada a e  A, (b#h), (c#k) e  A # H , temos:
(c#k) • ((b#h) • a) =  (c#k) • (b(h • a))
=  c(k • (b(h • a)))
=  E  c((k1 • b)(k2 • (h • a)))
=  E  c(k1 • b)((k2h) • a)
=  E ( c ( k 1 • b )#k 2h) • a 
=  ((c#k)(b#h)) • a,
o que implica que A e um A#H-m ódulo à esquerda.
Para cada a e  A, (b#h) e  A # H  e c e  AH, temos:
((b#h) • a) • c =  (b(h • a)) • c
=  b(h • a)c
y ,  b(h1^(h2) • a)c
=  E  b((h1 • a)(e(h2)c))
=  E  b((h1 • a)(h2 • c))
=  b(h • (ac))
=  (b#h) • (a • c),
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o que implica que A e um A #H -A H-bimódulo. ■
Se a ólgebra de Hopf H  tem dimensao finita como K-espaco vetorial, sabemos que sua
antípoda S  e bijetora, com inversa S -1 . Alem disso, o espaco das integrais à esquerda f H =  H H 
e unidimensional como K-espaço [14]. Fixado um elemento integral à esquerda 0 =  t e  f H 
(ht =  e(h)t, para todo h e  H ), existe um elemento group-like distinguido a  e  G (H *) que 
satisfaz th  =  a(h )t, para todo h e  H , como mencionado por Cohen-Fischman-Montgomery 
em [7].
P ro p o sição  2.5. Sejam  H  uma, algebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  f H e A uma,
H -modulo algebra a esquerda. Sendo a  e  H * tal que th  =  a(h )t, para todo h e  H , temos que A
ó um AH-A # H -bimodulo, onde:
Ah  0  A — ► A 
b 0  a i— ► ba
A 0  A # H  — ► A
a 0  (b#h) i— ► E  a (h 2)S -1 (h1) ■ (ab)
sao as ações a esquerda e à direita, respeçtivamente.
Demonstração. Para cada a e  A, b, c e  AH, temos:
c ■ (b ■ a) =  c ■ (ba)
=  c(ba)
=  (cb)a 
=  (cb) ■ a,
o que implica que A e AH-modulo a esquerda.
Para cada a e  A, (b#h), (c#k) e  A # H , lembrando que ^  S -1 (h2)h 1 =  e(h)1H, temos:
a ■ ((b#h)(c#k)) =  E  a ■ (b(h1 ■ c )# h 2k)
=  E  a(h3k2)S-1 (h2^ 1) ■ (ab(h1 ■ c))
=  E  a (h 3)a(k2)S -1 (k1)S -1 (h2) ■ (ab(h1 ■ c))
=  E a ( h 4)a (k 2)S -1 (^1) ■ ((S -1 (h3) ■ (ab))(S-1 (h2)h 1 ■ c))
=  E a (h 3 )a (k 2 )S -1 (^1) ■ ((S -1 (h2) ■ (ab))(e(h1 ) 1H ■ c))
=  E  a (h 2)a (k 2)S -1 (^1) ■ ((S -1 (h 1) ■ (ab))c)
=  E a ( h 2)(S -1 (h 1) ■ (ab)) ■ (c#k)
=  (a ■ (b#h)) ■ (c#k),
o que implica que A e um A#H-m odulo a direita.
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Para cada a e  A, b e  AH e (c#h) e  A # H , temos:
(b ■ a) ■ (c#h) =  ba ■ (c#h)
=  E  a (h 2)S -1 (h1) ■ (bac)
=  E a ( h 3 ) ( S -1 (h2) ■ (b))(S-1 (h 1) ■ (ac))
=  E a ( h 3)(e(S -1 (h2))b)(S-1 (h 1) ■ (ac))
=  E  b(a(h3)e(S-1 (h2))S -1 (h 1) ■ (ac))
=  E  b(a(h2)S -1 (h1) ■ (ac))
=  b(a ■ (c#h)),
o que implica que A e um AH-A#H-bimodulo. ■
P ro p o sição  2.6. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  f H e A uma 
H -modulo algebra. A funçao:
( ,  ): A f  A — ► Ah
a f  b i— ► t ■ (ab)
e morfismo de AH -bimodulos.
Demonstração. Primeiramente, como A e um H-modulo à esquerda, se t e  J lH , entao para cada 
h e  H  e a e  A, temos que h ■ (t ■ a) =  e(h)t ■ a. Logo, para cada a, b e  A, (a, b) e  AH.
Seja a  e  H * tal que th  =  a(h)t, para todo h e  H . Para cada a, b e  A e c # h  e  A # H , 
temos:
(a ■ (c#h), b) =  t ■ ((a ■ (c#h))b)
=  E  t ' ((a (h 2)S -1 (h1) ■ (ac))b)
=  E ( a ( h 2)t) ■ ((S -1 (h 1) ■ (ac))b)
=  E (th2) ■((S -1 (h1) ' (ac))b)
=  E ( t1 h 2 S -1 (h1) ■ (ac))(t2h3 ■ b)
=  E e(h1)(t1 ■ (ac))(t2h2 ■ b)
=  E ( t 1  ' (ac))(t2h ■ b)
=  t ■ (ac(h ■ b))
=  (a, c(h ■ b))
=  (a, (c#h) ■ b),
o que implica que ( ,  ) esta bem definido.
Para cada a, b e  A e c e  AH , temos:
(ca, b) =  t ■ (cab)
=  E ( t1 ' c)(t2 ' (ab))
=  E  e (t1)c(t2 ' (ab))
=  c(t ■ (ab))
=  c a, b ,
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(a, bc) =  t ■ (abc)
=  E (ti ' (ab))(t2 ■ c) 
=  E (ti ' (ab))(e(t2)c)
=  (t ■ (ab))c 
=  a, b c,
o que implica que ( ,  ) é morfismo de AH-bimodulos.
P ro p o sição  2.7. Sejam H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  /H  e A  uma 
H-modulo algebra. A funçào:
[, ] : A G A A # H
a G b i— ► ( a # t ) ( b # ln )
e morfismo de A # H -bimódulos.
Demonstraçao. Para facilitar as contas, utilizaremos diretamente a forma equivalente:
[a, b] =  ^  a(ti ■ b )# t2.
Para cada a, b e  A e c e  AH, temos:
[a, cb] =  ^  a(ti ■ (cb))# t2
=  ^  a(ti ■ c)(t2 ■ b)#t3 
=  ^  a(e(ti)c)(t2 ■ b)#t3 
=  ^  ac(ti ■ b )# t2 
=  ac, b ,
o que implica que , esta bem definido.
Seja a  e  H * tal que th  =  a(h)t, para todo h e  H . Note que, para cada h e  H :
E h i G h2t i G h3t2 =  E (H  G A) (hi G h2t)
=  E ( H  G A) (hi G e(h2)t)
=  E ( H  G A) (e(h2)hi G t)
=  (H  G A )(h G t)
E  h G ti G t2,
E  tih i  G t2h2 =  A(th)
=  A (a(h)t)
E  a (h )ti G t2.
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Logo, para cada a, b e  A e c# h  e  A # H , temos:
[(c#h) ■ a, b] =  [c(h ■ a), b]
=  ^  c(h ■ a)(ti ■ b )# Í2 
=  ^  c(hi ■ a)(h2ti  ■ b)#h3Í2 
=  ^  c(hi ■ (a(ti ■ b)))#h-2Í2 
=  ^ ( c # h ) ( a ( í i  ■ b))#Í2 
=  (c#h) [a, b],
[a, b ■ (c#h)] =  ^  a(ti ■ (b ■ ( c # h ) ) )# t2
=  ^ a ( t i  ■ (a (h 2)S - i (hi) ■ (bc)))#Í2 
=  ^  a (a (h 2) t iS - i (hi) ■ (bc))#Í2 
=  ^ a ( t i h 2 S - i (hi) ■ (bc))#Í2^3
=  ^  a (e(h i)íi ■ (bc))#Í2h-2
=  ^  a(ti ■ (bc))#Í2h 
=  ^  a(ti ■ b)(Í2 ■ c)#Í3h 
=  ^ ( a ( í i  ■ b )# Í2)(c#h)
=  [a,b](c#h),
o que implica que [, ] e morfismo de A#H-bimOdulos. ■
O bservação  2.8. Sejam H  uma algebra de Hopf de dimensao finita, 0 =  t e  e a  e  H * tal
que th  =  a(h)t, para todo h e  H . No Teorema 2.9, usaremos a seguinte equacao:
^ (a (Í2)S - i  ( ti ) ■ (ab))c =  (t ■ (ab)) ■ c,
que e consequencia direta do Corolario 5.5.5 de Dascalescu-Nastasescu-Raianu [10], que diz:
S(t) =  ^  a(t2)ti.
T eo rem a 2.9. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  f H e A uma H -modulo 
álgebra. A sêxtupla (AH, A #H , A, A, ( ,  ), [, ]) e um contexto de Morita.
Demonstração. Seja a  e  H * tal que th  =  a(h )t, para todo h e  H . Para cada a, b, c e  A, temos:
a ■ (b, c) =  a ■ (t ■ (bc))
=  ^  a(ti ■ b)(t2 ■ c)
=  ^ ( a ( t i  ■ b )# t2) ■ c 
=  [a, b] ■ c,
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a ' [b,c] =  ^ 2  a ' (b(t1 ■ c )# t2)
=  E  a ( t3)S -1 (t2) ■ (ab(t1 ■ c))
=  E  a(t4 )(S -1 (t3) ■ (ab))(S-1 (t2) t1 ■ c)
=  E a ( t3 ) e ( t1 ) (S -1 (t2) ■ (ab))c 
=  E ( a ( t 2)S -1 (t1) ■ (ab))c 
=  (t ■ (ab)) ■ c 
=  (a, b) ■ c,
o que implica que (AH, A #H , A, A, ( ,  ), [, ]) e um contexto de Morita. ■
2.2 Consequências da Sobrejetividade no C ontexto de M orita
Nesta secão, apresentamos os resultados de Garcia-Simon [12] que serao utilizados no restante 
do trabalho envolvendo a sobrejetividade dos morfismos de bimodulos , e , , pois supor 
que o morfismo de A#H-bimodulos [, ] e sobrejetor e a condicão (4) do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery.
O resultado a seguir apresenta uma lista de consequencias que seguem da sobrejetividade 
dos morfismos de bimodulos do contexto de Morita. Mais precisamente, a afirmação (1) da 
Proposição 2.10 para o morfismo de F-bimódulos [, ] sobrejetor esta ligada a demonstracao 
de que, quando uma extensão de algebras com unidades e Hopf-Galois, sua canonica 
e injetora, e a afirmacçãao (2) da Proposiçcaão 2.10 para o morfismo de F-bimodulos ,
sobrejetor esta diretamente ligada a generalização da implicação (4) ^  (3) do Teorema de
Cohen-Fischman-Montgomery.
P ro p o sição  2.10. Sejam  R e F  anóis, P  um  R -F -bimódulo, Q um  F -R-bimódulo,
( ,  ): P  0  Q ^  R um morfismo de R-bimodulos e I", "I : Q 0  P  ^  F  um morfismo de
F R
F -bimódulos tais que (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ]) e um çontexto de Morita.
• Se o morfismo de R-bimodulos ( , )  ó sobrejetor:
1. Ker ( ( ,  )) ó um R -s^m odulo  de torçao à direita e a esquerda,
2. r P  gera r R e Q r  gera R r ,
3. se RP  e Q r  sao unitarios, entao:
P /tR  (P ) =  R ■ FH om (Q ,F),
Q /tR  (Q) =  HomF (P, F ) ■ R.
• Se o morfismo de F -bimodulos [, ] e sobrejetor:
1. Ker ([ ó um F -s^m odulo  de torçao a direita e a esquerda,
2. PF gera F f  e FQ gera FF,
3. se P F e FQ são unitarios, entao:
P /tF  (P ) =  HomR (Q, R) ■ F,
Q /tF  (Q) =  F  ■ RHom (P, R)
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Demonstração. Faremos a demonstração apenas considerando o morfismo de R-bimodulos ( ,  ) 
sobrejetor, pois a prova para o morfismo de F -bimodulos [, ] e anaioga.
1. Mostraremos que Ker ( ( ,  )) e um R-modulo a esquerda de torcao. Segue de forma anaioga 
que e um R-modulo à direita de torcao. Para cada ^™=i p* ® 9* G Ker (( , )), x G P  e 




E ( x , ^ P i  ® =  E [y,P^ ® 9*
 
n
E x  ® [y,p*] 9*
*=1
n
=  E  x ® ^P*,9*>
*=1
=  0.
Como o morfismo de R-bimodulos ( ,  } e sobrejetor, temos que R K er (( , )) =  0.
2. Mostraremos apenas que RP  gera r R. Segue de forma analoga que QR gera R r . Considere 
o morfismo de R-módulos a esquerda:
^ : © P  R
Q
( p ç W  - ^  E ( P q ^
çeQ
Como o morfismo de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor, claramente ^  e sobrejetor e RP  gera
R R .
3. Mostraremos que P / t R (P ) =  R ■ FH o m (Q ,F ). Segue de forma anóloga que
Q / t R (Q) =  HomF (P, F ) ■ R. Defina:
f : P  - ^  f Hom (Q, F ) 
x '— ► (y ^  [y, x ])
Para cada a G R, x G P  e y G Q, temos:
f  (ax)(y) =  [y, ax]
=  [ya, x]
=  f  (x)(ya)
=  (a ■f  (x))(y),
o que implica que f  e morfismo de R-modulos a esquerda. Como QR e unitario, 
pelo Lema 1.33, temos que FHom(Q, F ) e um R-modulo à esquerda livre de torção e 
t R (P ) Ç K e r( f ) pelo Lema 1.8. Por outro lado, dado x G K e r ( f ), ou seja Vy G Q, 
[y, x] =  0, temos que, para cada p G P  e q G Q, (p, q)x =  p[q, x] =  0. Como o morfismo 
de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor, temos que Rx =  0 e Ker ( f ) Ç t R (P ).
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Como RP  e unitário, temos que Im ( f ) C R ■ FHom (Q, F ). Agora, dados y e  FHom (Q, F ), 
p e  P  e q e  Q, para cada y e  Q, temos que:
^ q )  ■ Y)(y) =  Y(y(p , q>)
=  Y( [y,p]q)
=  [y,p]Y(q)
=  [y ,PY(q)]
=  f  (PY(q))(y),
o que implica que (p, q) ■ y  e  Im ( f ). Como o morfismo de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor, 
temos que R ■ FHom (Q, F ) C Im ( f ). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
P /tR  (P ) =  R ■ f Hom (Q, F )
como R-modulos à esquerda. ■
O próximo resultado apresenta as relacoes entre os aneis e os espacos de endomorfismos dos 
modulos do contexto de Morita, generalizando os isomorfismos canônicos que surgem quando os 
aneis tem unidade e o contexto e uma equivalencia de Morita.
P ro p o sição  2.11. Sejam  R e F  anéis, P  um R -F -bimodulo, Q um  F -R-bimodulo, 
( ,  ): P  f  Q ^  R um morfismo de R-bimodulos e I", "I : Q f  P  ^  F  um morfismo de
F R
F -bimádulos tais que (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ]) e um çontexto de Morita.
• Se o anel R e idempotente e o morfismo de R-bimádulos ( ,  ) e sobrejetor, entao:
1. RP  unitario ^  temos isomorfismo de aneis R / l  (R) =  EndF (PF) ■ R,
2. Qr  unitario ^  temos isomorfismo de aneis R / r  (R) =  (R ■ FE n d (FQ ))op.
• Se o anel F  e idempotente e o morfismo de F -bimodulos [, ] e sobrejetor, entao:
1. PF unitario ^  temos isomorfismo de aneis F / r  (F ) =  (F  ■ RE n d (RP))op,
2. FQ unitario ^  temos isomorfismo de aneis F / l  (F ) =  EndR (Q R) ■ F .
Demonstração. Faremos a demonstração apenas para o caso em que o anel R e idempotente e o 
morfismo de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor, pois a demonstração usando o anel F  idempotente 
e o morfismo de F-bimodulos [, ] sobrejetor e analoga. Defina a funcao:
<p: R — > EndF (PF) 
a 1— > (p ^  ap)
Para cada a, b e  R e p e  P , temos:
^(ab)(p) =  (ab)p
=  ^(a)(bp)
=  (A(a) 0 A(b))(P),
o que implica que ^  e morfismo de aneis.
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Como RP  e unitório, para cada p G P  existem {b»}n=1 Ç R e {p»}n=1 Ç P  tais que 
p =  ^ n = 1 bjp». Logo, para cada a G l  (R), temos:
p(a)(p) =  ap
n
=  E  a(b»p»)
»=1
n
=  E (ab í)p»
i=1
=  O,
o que implica que l  (R) Ç Ker (p).
Considerando agora a G Ker (p), para cada p G P  e q G Q, temos:
a p, q =  ap, q
=  O,
pois a P  =  O. Como o morfismo de R-bimódulos ( ,  ) e sobrejetor, temos que Ker (p) Ç l  (R).
Como o anel R e idempotente, para cada a G R, existem { b jrç j} ^  Ç R tais que 
a =  ^ n = 1 bíCj. Note que, para cada p G P , temos:




(cE b (c » p )
i=1
n
E p (b»)(c» p)
i=1
n
E (p (b») ■ cX p^
i=1
o que implica que Im (p) Ç Endp (Pp) ■ R.
Por outro lado, dados p G P , q G Q e f  G Endp (Pp), para cada x G P , temos:
( f  ■ (p,qX (x) =  f ( (p ,q rx)
=  f  (p[q,x])
=  f  (p) [q, x]
=  (f(p),q}x 
=  p ( ( f  (p) ,qr)(x)
e, como o morfismo de R-bimódulos ( , ) e sobrejetor, temos que Endp (Pp) ■ R Ç Im (p). Pelo 
Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
R / l  (R) =  Endp (Pp) ■ R
como aneis.
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2.3 O btendo a Equivalência de M orita
Esta seção será dedicada a construir a equivalência de Morita a partir de um contexto de Morita 
com aneis idempotentes, módulos unitarios e morfismos sobrejetores. Vale ressaltar que ela 
nao e necessaria para o restante do trabalho e nao apresentaremos nenhum fato novo, apenas 
separamos as hipoteses necessarias para cada afirmacão, pois no artigo original de Garcia-Simon 
[12], dado um contexto de Morita (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ]), assume-se que os modulos RP, PF, FQ, 
Q R sao unitarios e os morfismos ( ,  ), [, ] são sobrejetores, o que não e necessario em todos os 
resultados apresentados.
Recorde que, quando os aneis R e F  possuem unidade e os morfismos ( ,  ), [, ] são 
sobrejetores, a equivalencia de Morita entre a categoria dos R-modulos à esquerda e a categoria 
dos F-modulos a esquerda e obtida atraves dos funtores RHom (P, _) e P  G _. Quando os aneis
F
R e F  não possuírem unidade, conseguiremos obter uma equivalencia de Morita apenas entre as 
categorias dos modulos unitarios e livres de torçao. Entretanto, a equivalencia nao sera obtida 
pelos funtores mencionados, pois dado um F-módulo a esquerda unitario e livre de torçao M , 
o R-modulo a esquerda P  G M  pode não ser livre de torção e, dado um R-módulo a esquerda
F
livre de torçao N , o F-módulo a esquerda RHom (P, N ) pode nao ser unitario. No Teorema 2.18, 
corrigiremos estes problemas, obtendo a equivalencia de Morita utilizando os seguintes funtores:
F  =  ^P G j t R(̂ P  G _ j  : F -m od — > R-mod
G =  F  ■ RHom (P, —) : R -mod — > F  -mod
onde R-mod e F-mod sao as categorias dos modulos a esquerda unitarios e livres de torção sobre 
os anóeis R e F , respectivamente.
L em a 2.12. Sejam  R e F  anéis e P  um  R -F -bimódulo. Então:
P  G —: F  -mod —  ̂ R -mod
F
é um funtor covariante.
Demonstração. Para cada F-módulo à esquerda X , P  G X  e um R-módulo à esquerda com
F
acão induzida pela estrutura de R-modulo de P . Dados X  e Y  dois F-modulos à esquerda 
e f : X  ^  Y um morfismo de F-modulos a esquerda, definimos o morfismo de R-modulos a 
esquerda P  G f : P  G X  ^  P  G Y p o r (P  G f  ) (£ ] ™=1 Pi G Xi) =  ™=1 Pi G f  (xQ.F F  F F ‘ 1 j 1
Dados X , Y e Z  três F-módulos à esquerda e f : X  ^  Y e g : Y ^  Z  morfismos de
F-modulos a esquerda, para cada ^™= i Pi G xi € P  G X , temos:
n n
E ( p  G g) o (P  G f)(Pi G Xi) =  E ( p  G g)(Pi G f  (Xi))
i 1 F F i 1 F
n
=  Pi G g (f(x i))
i 1
n
=  £ ( P  G (g o f))(Pi G Xi), i 1 F
ou seja, P  G — e um funtor covariante.
F
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L em a 2.13. Sejam  R e F  anóis e P  um  R -F -bimodulo. Entâo:
RHom (P, —) : R -mod — > F -mod
ó um funtor covariante.
Demonstracao. Pelo Lema 1.33, para cada R-modulo a esquerda X , RHom (P, X ) e um F -modulo 
à esquerda. Dados X  e Y dois R-modulos à esquerda e f  : X  ^  Y um morfismo de R-módulos 
à esquerda, para cada 0 : P  ^  X  morfismo de R-módulos à esquerda, b G F  e p G P , temos:
(b ■( f  o 0))(P) =  ( f  o 0)(Pb)
=  f  (0 (Pb))
=  f  o (b ■ 0)(P) .
Assim, b ■ ( f  o 0 ) =  f  o (b ■ 0) e definimos o morfismo de F-modulos a esquerda
RHom (P, f  ) : RHom (P, X ) ^  RHom (P, Y) por RHom (P, f  ) (0) =  f  o 0.
Dados X , Y e Z três R-modulos a esquerda e f  : X  ^  Y e g : Y ^  Z morfismos de 
R-módulos à esquerda, para cada 0 G RHom(P, X ), temos:
RHom (P, g) o RHom (P, f  ) (0) =  RHom (P, g) ( f  o 0)
= g o f o 0
=  RHom (P ,g o f  ) (0),
ou seja, RHom (P, _) e um funtor covariante. ■
L em a 2.14. Sejam  R e F  aneis, P  um R -F -bimodulo, Q um F -R-bimodulo, ( ,  ) : P  ® Q ^  R
[ ] p 
um morfismo de R-bimódulos e L ]  : Q ® P  ^  F  um morfismo de F -bimódulos tais que
R
(R, F, P, Q, ( ,  ), [, ] ) e um contexto de Morita.
• Dado um R-modulo à esquerda X , se pQ e unitório, entao para cada x G X  e q G Q, o 
morfismo de R-modulos a esquerda:
( _ ,q ^  : P  — ► X
p 1— ► (p ,q)x
estó na parte unitória de RHom (P, X ), isto é, (_, q)x G F  ■ RHom (P, X ).
• Dado um R-modulo à direita X , se Pp e unitário, então para cada x G X  e p G P , o
morfismo de R-modulos a direita:
x (p ,_ )  : Q — > X
q ï— ► x (p ,q)
estó na parte unitória de HomR (Q, X ), isto é, x(p, _ ) G HomR (Q, X ) ■ F .
• Dado um F -módulo a esquerda X , se RP  e unitário, então para cada x G X  e p G P , o
morfismo de F -módulos a esquerda:
[_, p] x : Q — ► X
q 1— ► [q,p]x
esta na parte unitaria de pH om (Q ,X ), isto é, [_ ,p ]x  G R ■ pH om (Q ,X ).
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• Dado um F-módulo à direita X , se QR e unitário, então para cada x  e  X  e q e  Q, o 
morfismo de F -módulos à direita:
x[q,_] : P  — > X
p i— > x[q,p]
está na parte unitária de HomF (P, X ), isto ó, x [q, —] e  HomF (P, X ) ■ R.
Demonstraçao. Provaremos apenas o caso em que X  e um R-mOdulo a esquerda e FQ e unitário. 
Os demais casos seguem de forma análoga. Para cada q e  Q, como FQ e unitário, existem 
— F  e {qi}n=i — Q tais que q = Ym =i b^j. Para cada p e  P  e x e  X , temos:
((_ ,q )x ) (p) =  (p,q)x
n
= Y 1  (p,b»q^ x
i=1
n
=  (pbí,q»> x
i=1
n
=  E  ((^  q»)x) (pbí)
i=1
n
=  E (b» ■ ( ( -  , q»)x)) (p) -
»=1
Logo, o morfismo de R-modulos a esquerda:
< _ ,q )x : P  - ^  X
t 1— > (t, q)x
e igual a E n= 1 b» ■ ( (—, q»)x), ou seja, (_, q)x e  F  ■ RHom (P, X ). ■
L em a 2.15. Sejam  R e F  aneis, P  um R -F -bimodulo, Q um F -R-bimodulo, ( ,  ): P  O Q ^  R
[ ] F 
um morfismo de R-bimodulos e L ]  : Q O P  ^  F  um morfismo de F -bimódulos tais que
R
(R, F, P, Q, ( ,  ), [, ]) ó um contexto de Morita. Se o morfismo de F -bimodulos [, ] e sobrejetor 
e os modulos PF e FQ são unitarios, entao para cada R-modulo à esquerda X , temos um 
isomorfismo de F -módulos a esquerda:
F  ■ RHom (P, X ) =  F  ■ RHom (P, X /* r  (X )).
Demonstração. Considere a projeção canônica n : X  ^  X / t R (X ) e o morfismo de 
F-mádulos RHom(P, n) : RHom (P, X ) ^  RHom (P, X / t R (X )). Considerando tf a restriçao de 
RHom(P, n) a F  ■ RH o m (P ,X ), temos que tf e um morfismo de F-modulos a esquerda e 
Im (tf) — F  ■ RHom (P, X /* r  (X )).
Como FQ e unitario, pelo Lema 2.14, para cada q e  Q e x e  X , temos que 
(_, q)x e  F  ■ RHom (P, X ).
Para cada p, t e  P , q e  Q e f  e  RHom(P, X / t R (X )), tomando x e  X  tal que n(x) =  f  (p), 
temos:
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( [f p ] ■f)( t)  =  f  (< [q,P])
=  f  (<t , q>p)
=  <t , q>f  (p )
=  (t,q )n (x)
=  n (( t,q )x)
=  n o ( <- , q>x)(t)
=  T (<-
ou seja, [q,p] ■ f  € Im (T ). Como [, ] e sobrejetor, temos que F  ■ RHom (P, X / t R (X ) )= Im (T ) .
Para cada f  € Ker (T) e p € P , temos que 0 =  T ( f  )(p) =  n o f  (p), ou seja, f  (p) € t R (X ). 
Para cada p, í € P  e q € Q temos:
( [q,p] ■f)(í)  =  f  (<[q,p ])
=  f  (<í , q>p)
=  <í , q>f  (p )
=  0.
Como [, ] e sobrejetor, temos que F  ■ K er(T ) =  0, ou seja, K er(T ) C t F (F  ■ RH o m (P ,X )). 
Por outro lado, pelo Lema 1.33, como P F e unitario, RHom (P, X ) e um F-modulo a esquerda 
livre de torção, o que implica t F (F  ■ RHom(P, X )) =  0. Portanto, pelo Primeiro Teorema do 
Isomorfismo, T induz:
F  ■ RHom (P, X ) =  F  ■ RHom (P, X /P r  (X )) 
como F-módulos à esquerda. ■
P ro p o sição  2.16. Sejam  R e F  anéis, P  um R -F -bimódulo, Q um F -R-bimódulo, 
( ,  ): P  G Q ^  R um morfismo de R-bimodulos e \ , "I : Q G P  ^  F  um morfismo de
F R
F -bimodulos tais que (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ]) ó um contexto de Morita. Se o anel R ó idempotente, 
o morfismo de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor e RP, QR e FQ são unitarios, entao para cada 
R-F-bimodulo X  e cada R-modulo a esquerda Y , temos um isomorfismo de R-modulos a 
esquerda:
( P  G F  ■ RHom (X, Y) ) P  G F  ■ RHom (X, Y) ) =  R ■ RHom (HomF (P, X ) ■ R, Y) . 
Demonstracao. Considere a fumjao:
p : P  G F  ■ RHom (X, Y) — ► RHom (HomF (P, X ) ■ R, Y)
F
P G f  1— ► (g ^  f  (g (P)))
Para cada a € R, p € P , f  € F  ■ RHom (X, Y) e g € HomF (P, X ) ■ R, temos que:
p(a(p G f  ))(g) =  p(ap G f  )(g)
=  f  (g (aP))
=  f  ((g ■ a)(P))
=  p(P G f)(g  ■ a)
=  (a ■ p (p G f ))(g),
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o que implica que é um morfismo de R-modulos a esquerda. Como RP  e unitário, temos que 
Im (p) C R ■ RHom (HomF (P, X ) ■ R, Y ).
Como QR e unitario, pelo Lema 2.14, para cada q G Q e x  G X , temos que 
x  [q, _] G HomF (P, X ) ■ R.
Fixe p G P , q G Q e tf G RHom(HomF (P, X ) ■ R, Y). Como F Q e unitario, existem 
C F  e {qi}n=i C Q tais que q =  ^ n = i ^q». Considerando qo =  q, como tf e morfismo de 
R-modulos à esquerda, para cada i =  0, ...,n, definimos os morfismos de R-modulos a esquerda:
/«  : X  Y
x i— > tf(x [q», —])
e, para cada x G X , temos:
/go(x) =  tf(x [q ^ ])
n
=  E  tf(x[b» q i^ ])
i=1
n
=  E  tf(xbi [q » ^ ])
i=1
n
=  E  Z® (xb»)
i=1
n
=  E (b  ' 4 )(x),
»=1
ou seja, /  =  / qo =  ^ n = 1 b» ■ / gi G F  ■ RHom (X, Y). Para cada g G HomF (P, X ) ■ R, temos:
(<p,q> ■ tf)(g) =  tf((g ■ <p,q>))
=  tf(g (<p, q>-))
=  tf(g (p [q ^ ]))
=  tf(g (p) [q ^ ] )
=  tf(g (p) | F - ])
=  f  (g (p))
=  p (p c  f  )(g) .
Isto implica que (p,q) ■ tf e  Im (p). Como o morfismo de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor, temos 
que Im (p) =  R ■ RHom (HomF (P, X ) ■ R, Y ).
Para cada p e  P , q e  Q e ^ n =1 p» O f» e  Ker (p), temos:
n n
E < p ,^ p »  o  f» =  E  p[q,p^ o  f»
»=1 
n
E p  o  [q,p»] ■ f»-
»=1 
»=1
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Para cada x G X , temos:
n n
^ ([q,Pi] ■ f i)(x) =  ^  f i (x[q,Pi])
i=1 
n




=  Y j  ^ (P iG f i) (x [ q ^ ] )
i=1
=  O,
o que implica que (p, q) ^ n=1 Pi G f  =  O. Como o morfismo de R-bimódulos ( ,  ) e sobrejetor,
temos que R Ker (p) =  O, ou seja, Ker (p) C t R ^ P  g  F  ■ RHom (X, Y ) J  .
Por outro lado, como R e idempotente, Homp (P, X ) ■ R e um R-módulo a direita unitório, 
o que implica, pelo Lema 1.33, que RHom (Homp (P, X ) ■ R, Y) e livre de torção. Pelo Lema 1.8,
temos que t R ( P  G F  ■ RHom (X, Y) I =  Ker (p) e, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,
p
temos:
( p  G f  ■ RHom (X, Y) ) j t j ^P  G F  ■ «Hom (X, Y) ) =  R ■ «Hom (Homp (P, X ) ■ R, Y)
como R-modulos à esquerda. M
P ro p o sição  2.17. Sejam  R e F  ane'is, P  um R -F -bimódulo, Q um F -R-bimodulo, 
( ,  ) : P  G Q ^  R um morfismo de R-bimódulos e \ , "I : Q G P  ^  F  um morfismo de
p R
F -bimodulos tais que (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ] ) ó um contexto de Morita. Se o anel F  ó idempotente, 
o morfismo de F -bimodulos [, ] ó sobrejetor e Pp e pQ são unitarios, entao para cada 
R -F -bimodulo X  e cada F -modulo a esquerda Y , existe um isomorfismo de F -modulos a 
esquerda:
( F  ■ RHom (P, X ) G Y) F  ■ «Hom (P, X ) G y ) =  F  ■ «Hom ^P, X  G Y
Demonstração. Considere a furnjao:
p  : F  ■ RHom (P, X ) G Y — ► RHom P, X  G Y
p p
f  G y I— ► (p ^  f  (p) G y) 
Para cada b G F , f  G F  ■ RHom (P, X ), y G Y e p G P , temos:
p (b ■( f  G y))(p) =  p ((b ■f  ) G y)(p)
=  (b ■ f)(p) g  y 
=  f  (pb) G y 
=  p ( f  G y)(pb) 
=  (b ■ p ( f  G y^Op^
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o que implica que p  e morfismo de F -módulos a esquerda. Como o anel F  e idempotente, temos
que Im (p) C F  ■ RHom ^ P, X  C Y^ .
Como FQ e unitório, pelo Lema 2.14, para cada q G Q e x  G X , temos que 
(_, q)x G F  ■ RHom (P, X ).
Fixe p G P  e tf G RHom ^ P, X  C Y ^ . Existem { x ^ n ^  C X  e {yi}™=i C Y tais que
tf(p) =  E L  4 xj C gj. Para cada q G Q e t G P , temos:
( [q,p] ■ tf)(t) =  tf(( [q,p])
=  tf ( (t, q)p)
=  ( t, q ) tf( p ) 
n
=  E  ( t,^ x *  C gj
j=1
n
=  E  p (( - ,Lxi C gjXL
i=1
o que implica que [q,p] ■ tf G Im (p). Como o morfismo de F -bimodulos [, ] e sobrejetor, temos 
que F  ■ RHom (P, X ) =  Im (p).
Para cada p G P , q G Q e ^ n=1 /  C gj G Ker (p), temos:
n n
EM ■ ( / C  gj) =  E([q,p] ■ f j) C gj
i=i 
n
E f i E  [q,p ]) C gi
i=1 
n
E l (<- E p) c  gj
i=i 
n




E ( - M (fi O yi)(p)
i=1
0^
Como o morfismo de F -bimodulos [, ] e sobrejetor, a equaçao acima implica que 
K er(p) — t F ( F  ■ RHom (P, X ) O Y ). Por outro lado, como P F e unitario, pelo Lema 1.33,
o F-modulo a esquerda RHom ^P, X  O Y j e livre de torção. Isto implica que, pelo Lema 1.8, 
t F ( F  ■ RHom (P, X ) O Y =  Ker (p) e, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
( f  ■ RHom (P, X ) O Y) F  ■ RHom (P, X ) O y )  =  F  ■ RHom ^ P, X  O Y^
como F -modulos a esquerda.
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T eo rem a 2.18. Sejam  R e F  anéis, P  um R-F-bimodulo, Q um  F -R-bimódulo,
( ,  ): P  O Q ^  R um morfismo de R-bimodulos e L I  : Q O P  ^  F  um morfismo de
F R
F -bimodulos tais que (R, F, P, Q, ( ,  ), [, ]) e um contexto de Morita. Considerando os funtores:
F  =  [ p  O / t R [ P  O _ j  : F  -mod — > R -mod
G =  F  ■ RHom (P, —) : R -mod — ► F  -mod
temos que:
1. se o anel R e idempotente, o morfismo de R-bimodulos ( ,  } e sobrejetor e os modulos RP, 
Qr  e FQ são unitarios, então F  o G =  Id: R -mod — > R-mod,
2. se o anel F  e idempotente, o morfismo de F -bimodulos [, ] e sobrejetor e os modulos PF
e FQ sao unitarios, então G o F  =  Id : F  -mod — ► F -m od.
Demonstracao. 1. Seja X  um R-modulo a esquerda unitário e livre de torçao. Entao:
F  o G (X ) =  [ p  O F  ■ RHom (P ,X ) ) j t R(^P O F  ■ RH om (P,X ) )
Proposição 2.16
=  R ■ RHom (HomF (P, P ) ■ R, X )
=  R ■ RHom (EndF (Pf ) • R, X )
Proposição 2.11
' =  R ■ RHom ( R / l  (R) ,X )
Lema 1.36
=  R ■ RHom (R, X )
Lema 1.34
=  X.
2. Seja Y um F-modulo a esquerda unitario e livre de torçao. Entao: 
G o F ( Y ) =  F  ■ RHom ^P, ( p  O y )  j t j ^P O y ) )
Lema 2.15
=  F  ■ RHom ( P, P  O Y
Proposição 2.17
=  7F  ■ RHom (P, P ) O Y ) 1 t F {F  ■ RHom (P, P ) O y )
=  ( F  ■ REnd (r P) O Y) F  ■ REnd (r P) O y )
Proposição 2.11 \ / / \
' =  [ F / r  (F ) O Y J I tF  7F / r  (F ) O Y j
Lema 1.40 \ / /
=  ( F  O Y j / t ^ F  O Y
Lema 1.41
=  Y.
Consequentemente, se os morfismos ( ,  ) e [, ] sao sobrejetores e os modulos RP, P F, FQ e 
Q r  sao unitarios, as categorias R -mod e F  -mod sao equivalentes. ■
3. O TEOREMA DE COHEN-FISCHMAN-MONTGOMERY PARA ÁLGEBRAS 
COM UNIDADES LOCAIS
Neste capítulo, apresentaremos uma extensão do Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery [7, 
Theorem 1.2] para uma H-modulo algebra a esquerda A com unidades locais. Começaremos 
estudando o caso em que A nao tem unidade ou unidades locais, pois algumas implicacoes 
sao validas para o caso mais geral. À medida que novas hipóteses forem necessárias, elas 
serao acrescentadas. De modo geral, buscamos provar cada implicacao assumindo o mínimo de 
hipóteses possível. Às unidades locais somente serao necessárias quando reunirmos as hipóteses 
de todas as implicacoes no Teorema 3.24.
À nocao dual de H-modulo algebras à esquerda, apresentada por
Cohen-Fischman-Montgomery em [7], sera utilizada para definir extensões Hopf-Galois.
D efin ição 3.1. Uma álgebra A  (sem unidade) e uma H-comádulo algebra à direita se:
1. A  e um H-comodulo à direita via p : A  ^  A  U H  (para cada a G A , usaremos a notacão 
P(a) =  S  ao U ai),
2. para cada a, b G A, vale que p(ab) =  a0b0 U a 1b1.
Denotaremos por A co H a subálgebra dos coinvariantes:
A coH =  {a G A  ; p(a) =  a U 1h }.
D efinição 3.2. Dada uma algebra de Hopf H  e uma H-comodulo álgebra a direita A, Dizemos
que A co H ç  A  e uma extensao H-Galois se a função:
can : A  U A  — > A  U H
A co H
a U b i— > ap(b)
e sobrejetora.
E xem plo  3.3. Considere B uma algebra e A =  FM at(B) a algebra de matrizes com entradas 
em B , ándices em N e námero finito de entradas não nulas. Denotaremos por bE^j a matriz que 
tem valor b G B na posicao ( i ,j)  e 0 em todas as outras. Dado G =  (x)n um grupo cáclico de 
ordem n, temos que A e uma KG-comádulo álgebra a direita, onde:
A — ► A U KG
^  ) bi,j E i,j 1  ̂ ^   ̂bi,j E i,j U j
i,j i,j
áe a coacçãao.
Para cada b, c G B , temos:
bcEi,j U =  (bEi,fc+j) (c E fc+j,j) U xfc+j_j
ca^( bEi,k+j, cEfc+j,^,
o que implica que a extensao AcoKG ç  A e KG-Galois quando a algebra B e idempotente.
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E xem plo  3.4 (Ulbrich). Sejam G um grupo e A  uma algebra G-graduada (para cada g e  G, 
existe um subespaço Ag — A, satisfazendo A =  0 Ag e AgAh — Agh), ou seja, para cada
g, h e  G, a e  Ag e b e  Ah temos que ab e  Agh e para cada a e  A, existem unicos ag e  Ag tais 
que a =  ^ geG ag. Temos que a algebra A e um KG-comodulo álgebra à direita, onde:
p : A — > A O KG
E  ag ^  ^  ag O g (afl e  Ag, Vg e  G)
g€G g€G
e a coação. Temos que AgAh =  Agh, Vg,h e  G se, e somente se, a extensão AcoKG — A e 
KG-Galois, e a demonstracão deste fato e a mesma do caso de algebras com unidades, que foi 
obtida por Ulbrich [22].
E xem plo  3.5. Considere H  uma algebra de Hopf, B  uma H-comodulo algebra a direita com 
coacão p e A =  FM at(B) o espaço de matrizes de B com índices em N e numero finito de 
coordenadas nao nulas. Então A e uma H-comodulo algebra à direita com coacao p definida nos 
geradores por p (a E ij) =  ^  a0Ej,j O ai, onde p(a) =  ^  ao O ai.
Desta forma, se B co H — B e Hopf-Galois, então AcoH — A e Hopf-Galois, pois para cada 
a e  B, i, j  e  N e h e  H , como existe }£= — B tal que a O h =  ^ m =1 can(xk O ), entao
aE i,j O h — ^^^=1 can(xkE i,i O E i,j) .
O bservacao  3.6. Se a algebra de Hopf H  tem dimensao finita, cada H-modulo à esquerda M  
e um H*-comodulo à direita com coacão p : M  ^  M  O H * satisfazendo h ■ m =  ^  m 1 (h)m0, 
Vh e  H , Vm e  M , onde p(m) =  ^  m0 O m 1. E imediato que M H =  M co H*. Do mesmo modo, 
se A e uma H-modulo algebra à esquerda, então A tem uma estrutura canônica de H*-comodulo 
algebra à direita e AH =  Aco H*.
D efinicao 3.7. Seja H  uma álgebra de Hopf de dimensao finita. Dada uma H-modulo algebra 
à esquerda A, diremos que a extensão AH — A e H*-Galois se a funçao can : A O A ^  A O H *
for sobrejetora.
O bservacao  3.8. Dadas uma algebra de Hopf H  com dimensão finita e uma H -mádulo algebra 
a esquerda A com unidade, se a extensao AH — A e H *-Galois, então a funcao can e injetora. 
No caso de H-mádulo álgebras à esquerda sem unidade, se a extensão for H*-Galois, teremos 
que Ker (can) sera um A #H-submodulo de torçao por ambos os lados, como demonstrado no 
Corolario 3.10.
P ro p o sicao  3.9 ((1) (4)). Sejam  H  uma algebra de Hopf de dimensao finita, 0 =  t e  f H
e A uma H -módulo álgebra à esquerda. A extensao AH — A  e H *-Galois se, e somente se, o 
morfismo de A # H -bimódulos [, ] : A O A ^  A # H  dado por [a,b] =  (a # t)(b # 1 H) e sobrejetor.
Alem disso, Ker (can) =  Ker ([ ^ ).
Demonstraçao. 15 conhecido que d : H * ^  H  definida por 0 ( / ) =  ^  f  ( t1 ) t2 e uma bijecão 
(veja [14], [15]). Para cada a,b e  A, temos:
(A O 0) o can(a O b) =  (A O 0)(ap(b))
=  ^ ( A  O 0) (abo O b1) 
y ,  abo O (b1( t1))t2
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=  ^  a(bi(ti))bo U Í2 
y ,  a(ti ■ b) U Í2 
=  (a # t) (b # 1 )
=  a, b ,
o que implica que [, ] =  (AuP)ocan. Como (Au P) e bijetora, temos que Ker (can) =  Ker ([ , ]) e 
a funçao can e sobrejetora se, e somente se, o morfismo de A#H-bimodulos [ , ] e sobrejetor. ■
C oro lá rio  3.10. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t G f H e A uma 
H -modulo algebra a esquerda. Se a extensão AH ç  A e H *-Galois, entao Ker (can) e um 
A # H -submodulo de torção por ambos os lados. Logo, quando a H -modulo algebra A tem unidade 
e a extensão AH ç  A e H *-Galois, a funçao can e injetora.
Demonstração. Pela Proposição 3.9, temos que o morfismo de A # H -bimádulos [, ] e sobrejetor 
e Ker (can) =  K er([  , ]). Pela Proposiçao 2.10, se [, ] e sobrejetor, entao K er([ , ]) e 
A#H-submodulo de torçao por ambos os lados. ■
P ro p o sição  3.11 ((4) ^  (3)). Sejam  H  uma algebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t G f H e 
A uma H -modulo algebra a esquerda. Se o morfismo de A # H -bimádulos [, ] : A U A ^  A # H
dado por [a, b] =  (a # t)(b # 1 H) e sobrejetor, entao A#HA gera a categoria dos A # H -módulos a 
esquerda unitários.
Demonstração. Pelo Teorema 2.9, (AH,A # H , Aa# h , A#HAah , ( ,  ), [, ]) e um contexto de 
Morita. Como o morfismo de A#H-bimodulos [, ] e sobrejetor, pela Proposicao 2.10, A#HA 
gera A #H , o que implica que A gera a categoria dos A #H-m odulos a esquerda unitarios, 
pelo Lema 1.12. ■
3.1 O Teorema de E stru tura  Fraco
Para demonstrar as generalizacoes envolvendo o item (5) do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery, que e uma forma de caracterizar a extensãao AH ç  A 
atraves de modulos sobre A # H , precisamos induzir uma estrutura de A-modulo a esquerda e 
de H-modulo a esquerda em um A#H-m odulo a esquerda. Como H  tem unidade, provaremos 
no Lema 3.12 que A e isomorfo a A # 1 H, que e uma subalgebra de A # H . Logo, a estrutura de 
A-modulo a esquerda surge trivialmente. O mesmo não pode ser feito para H .
L em a 3.12. Sejam  H  uma algebra de Hopf e A uma H -modulo álgebra a esquerda. A funçao:
i : A A # H
a i— > a # 1 H
e um monomorfismo de álgebras. Consequentemente, cada A # H -modulo a esquerda e também 
um A-mádulo à esquerda e um  AH -modulo à esquerda, com açao induzida, por i, e todo morfismo 
de A # H -modulos a esquerda á tambám morfismo de A-mádulos a esquerda e morfismo de 
AH -mádulo a esquerda.
Demonstração. Claramente i e monomorfismo, pois (A U e) o i(a) =  a, Va G A. Basta verificar 
que (a # 1 H)(b#1H) =  ab#1H, Va,b G A. De fato, como A(1H) =  1H U 1H e 1H ■ b =  b, temos
que ( a # 1 H )(b# 1 H) =  a (1 H ■ b )# 1 H 1 h  =  a b # 1 H. ■
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L em a 3.13. Sejam  H  uma algebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t G f H e A uma H -mádulo 
algebra a esquerda. A algebra A # H  á um H -bimodulo com açoes a esquerda e a direita dadas 
respectivamente por:
H  U A # H  — ► A # H  
h U (a# k) - ^  ^ (hi ■ a )# h 2k
A # H  U H  — ► A # H  
(a#k ) U h i— ► a # k h
e (A # H )H =  t ■ (A # 1 ).
Demonstracao. Para cada a # h  G A # H  e x, y G H , temos:
x ■ (y ■ (a#h )) =  ^  x ■ ((yi ■ a )# y 2h)
=  5 ^ (x i ■ (yi ■ a))#X 2y2h
=  5 ^((xy)i ■ a )# (x y )2h 
=  (xy) ■ (a#h ),
o que implica que A # H  e um H -mádulo à esquerda.
Para cada a # h  G A # H  e x, y G H , temos:
((a# h ) ■ x) ■ y =  (a#hx ) ■ y 
=  a#h x y  
=  (a# h ) ■ (xy),
o que implica que A # H  e um H -mádulo a direita.
Para cada a # h  G A # H  e x, y G H , temos:
x ■ ((a#h ) ■ y) =  x ■ (a#hy)
=  X ^(xi ■ a )# x 2hy
=  X !  ((xi ■ a )# x 2h) ■ y 
=  (x ■ (a# h )) ■ y,
o que implica que A # H  e um H-bimodulo.
Considere H  U A como H-modulo a esquerda com acão induzida pela multiplicacao de H  
e a função:
: H  U A — ► A # H  
h U a i— ► h ■ (a # 1 H)
Para cada h, k G H  e a G A, temos:
^>(hk U a) =  (hk) ■ (a # 1 H)
=  h ■ (k ■ ( a # 1 H))
=  h ■ (< (̂k U a)),
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o que implica que e morfismo de H-módulos a esquerda.
Considere a funçao:
0: A # H  — ► H  O A
a # h  i— > E  h2 O (S 1 (h1) ■ a)
Para cada a # h  e  A # H  e k e  H , temos:
0(k ■ a # h ) =  E  0((k1 ■ a )# k 2h)
=  E  k3h2 O (S- 1 (k2h 1) ■ (k1 ■ a))
=  E  k3h2 O (S- 1 (h 1) ■ (S - 1 (k2)k 1 ■ a)) 
=  E  k2h2 O (S- 1 (h 1) ■ (e(k1)a))
=  E  kh2 O (S- 1 (h1) ■ a)
=  k0(a#h )
Para cada a e  A e h e  H, temos:
0 o ^>(h O a) =  0(h ■ ( a # 1 H))
=  E  0 ((h1 ' a )# h 2)
=  E  h3 O (S- 1(h2)h 1 ■ a)
E  h2 O e(h 1)a
=  h O a,
^  O 0(a# h ) =  E  ^  (^2 ® (S 1 (hi) ■ a))
=  E  h2 ■ ( (S - 1 (h i ) ■ a )# l n )
=  E ( h i S - 1 (h i) ■ a)#h3
=  E  e (h i)a # h 2
=  a # h .
Portanto ^  e um isomorfismo de H-módulos a esquerda, o que implica que
(A # H )H =  <^((H ® A)H) =  >̂(J1 ®A) =  <̂ (t ® A) =  t ■ (A #1h ). ■
P ro p o sição  3.14 ((5) ^  (4)). Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  /H  e
A uma H -mádulo álgebra à esquerda. Se a função:
0: A <g> (A # H )H A # H
a ® (b#h) i— ► (a# lH )(b # h )
e sobrejetora, o morfismo de A # H -bimádulos [ , ]  : A ® A ^  A # H  dado por
[a, b] =  ( a # t) (b # lH) e sobrejetor.
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Demonstração. Primeiramente note que, para cada a G A, h G H  e b#k G A # H , temos:
(a# 1 H)(h ■ (b# k)) =  ^ (a# 1 H)((h i ■ b)# h2k)
=  a(hi ■ b )# h 2k
=  (a#h )(b#k ).
Para cada a, b G A, temos:
(a, b] =  (a# t)(b# 1 H)
=  (a# 1 H)(t ■ (b# 1 H))
=  0(a U (t ■ (b#1H))).
Como t ■ (A # 1 h ) =  (A # H )H pelo Lema 3.13, se 0 e sobrejetora, então o morfismo de 
A # H -bimádulos [ , ] e sobrejetor. ■
Para demonstrar o resultado que equivale à (4) ^  (5), dado um A#H-m odulo a esquerda, 
precisamos atribuí-lo uma estrutura de H-modulo a esquerda que seja compatível com a 
estrutura de A #H-m odulo a esquerda. Quando a algebra A possui unidade, tal estrutura segue 
diretamente do fato de:
iH : H  — > A # H  
h i— > 1 A #h
ser um monomorfismo de algebras. Utilizaremos o fato de A # H  ser um H-modulo a esquerda e a 
direita para, dado um A#H-m odulo à esquerda unitário M , definir uma estrutura de H-modulo 
em M  satisfazendo:
h ■ ((a#k)x) := (h ■ (a#k ))x  Vh G H, V a#k G A #H , Vx G M.
Como veremos no Lema 3.16, para a estrutura acima induzir uma estrutura de H -mádulo à 
esquerda compatível com a estrutura de A#H-m odulo a esquerda, M  deve ser um A #H-m odulo 
a esquerda unitario e livre de torçao.
D efinição 3.15. Sejam R um anel, F  um anel que e R-mádulo à esquerda e a direita e M  um 
F -mádulo a esquerda que e tambem um R-modulo à esquerda. Dizemos que as estruturas de 
R-modulo à esquerda e de F-modulo a esquerda de M  são compatíveis se, para cada a G R, 
b G F  e m G M , valem:
a ■ (bm) =  (a ■ b)m,
b(a ■ m) =  (b ■ a)m.
L em a 3.16. Sejam  R um anel e F  um anel que e um R-modulo a esquerda e a direita. Se,
para cada s, z G F  e r  G R, tivermos:
s(r ■ z) =  (s ■ r)z,
entao para cada F -modulo a esquerda unitário e livre de torcao M , existe uma estrutura de 
R-mádulo a esquerda para M  que á compatível com a estrutura de F -modulo a esquerda.
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Demonstração. Seja M  um F -módulo a esquerda unitário e livre de torção. Podemos definir:
e a função está bem definida. Agora, para cada m =  ^ n = i e  M  e r, w e  R, temos:
i=1
=  (rw) ■ m,
o que implica que M  e um R-modulo à esquerda.
Pela definicão da açao, para cada r  e  R, x e  F  e m e  M , temos:
r  ■ (xm) =  (r ■ x)m.
n n
onde







j = 1 
k
j = 1 
k
j = 1 
k
j =1
o que implica que x ^X aL ^r ' si)mi — X jL ^ r  ■ Zj)nj 
esquerda livre de torçcaão, temos que:
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Para cada r  e  R, x e  F  e m =  5^n=1 e  M , temos:
n
x(r ■ m) =  E  x ((r ■ si)m i)
i=1
n
=  E ( x  ■ r) (sjmj)
i=1
=  (x ■ r)m
e as estruturas de R-modulo à esquerda e de F-módulo à esquerda são compatíveis. ■
P ro p o sição  3.17 ((4) ^  (5)). Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  f H e 
A uma H -modulo algebra a esquerda. Se o morfismo de A # H -bimodulos [, ] : A ® A ^  A # H
AH
dado por [a, b] =  ( a # t) (b # lH) e sobrejetor, então para cada A # H -mádulo a esquerda unitário 
e livre de torcão M , a funcão:
0: A ® M H — ► M
AH
a ® m i— > ( a # l H)m 
induz o isomorfismo de A # H -módulos à esquerda:
A ® M H / t A#H ( A ® M H ) =  M.
AH
Demonstraçao. Para cada a # h , b#k  e  A # H  e x e  H , temos:
(a# h )(x  ■ (b#k)) =  E ( a # h ) ( ( x 1 ■ b)#X2k)
E  a(h 1 ■ (x1 ■ b ))# h 2X2k 
E  a((hx) 1 ■ b )# (hx )2k 
=  (a#hx)(b#k)
=  ((a# h ) ■ x)(b#k),
o que implica que, pelo Lema 3.16, existe uma estrutura de H-mádulo a esquerda para M  
compatável com a estrutura de A #H -m ádulo a esquerda.
Para cada b#h  e  A # H , a e  A e m e  M H:
(b#h)0 (a O m) =  (b # h )((a # 1 H)m)
=  E ( b ( h 1 ■ a )# h 2)m 
=  E ( b ( h 1 ■ a ) # 1 H)(h2 ■ m)
=  E  e (h2)(b(h1 ■ a ) # 1 H )m 
=  (b(h ■ a ) # 1 H)m 
=  ^ ((b(h ■ a)) O m)
=  0 ((b#h)(a O m)),
o que implica que 0 e morfismo de A#H-m odulos a esquerda.
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Como M  é A#H-m ódulo unitário, para cada m e  M , existem {ai# h i }™=1 ç  A# H  e 
|m i }™=1 ç  M  tais que m =  Y^n=1 (ai# h i)m i . Como o morfismo de A#H-bimódulos [, ] é 
sobrejetor, para cada i existem { b - , c»,-} - = 1 ç  A tais que a j# k j =  E = 1 [ b - , c— . Assim:
n
m =  E ( a í# h i ) m i  
i=1 
n ki
E l  E l  [b»,j, c»,j ] m»
i=1 j =1
n ki
=  E E ^ » -  # t)(ci,j )m»
i=1 j =1
n ki
=  E Í  (bi , j# 1ff)(t ' (ci , j ) mí) .
i=1 j =1
Como t e  /H , para cada i e j ,  temos que t ■ (c»,-#1H)m» e  M H. Logo:
n ki
m =  E  E  ^  (bi,j C ( t ' (c i,j# 1 h)m»)) 
i=1 j =1
e Im (0) =  M .
Para cada ^ n =1 a» C m» e  Ker (0) e x, y e  A, temos:
n n
E  [x  y] ■(a» C m») =  E (x# t)(y # 1ff) ■ (a» C m»)
»=1 »=1
n
=  E ( x # t )  ■ (ya» C m»)
»=1
n
=  E  x(t ■ (ya»)) C m»
»=1
n
=  E  x c  (t ■ (ya»)) ■ m»
»=1
n
=  E  x C ((t ■ (ya»))#1 H)m»
»=1
n
= E E  x C ((t1 ■ (ya»))#1h)(t2 ■ m») (m» e  M H)
»=1
n
=  x C ((t1 ■ (ya»))#t2)m»
»=1
n
=  E  x C (t ■ (ya»#1 H)m»)
»=1
n
=  E x  C (t ■ ( y # 1 ff)(a»# 1 H)m»)
»=1
n
=  E  x C (t ■ (y#1ff )0(a» C m»))
»=1
=  0 .
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Como o morfismo de A # H -bimodulos [, ] e sobrejetor, temos que Ker (0) C y A 0  M H J .
Por outro lado, como M  e um A#H-m odulo à esquerda livre de torcao, pelo Lema 1.8, temos 
que ^A 0  M H^ C Ker (0) e, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
A 0  M H J ^A 0  M H^ =  M
como A#H-m ódulos à esquerda. ■
/
3.2 Álgebra de Endom orfísm os e Subm ódulos Gerados por Idem potentes
Para as implicacães envolvendo o item (2) do Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery, 
precisamos estudar a funçao canônica n : A # H  ^  End (Aah ) e os AH-modulos à direita eA, 
com e2 =  e e  A, que farao o papel de submodulos projetivos finitamente gerados quando o 
Ah -modulo a direita A for localmente projetivo.
Para a generalização da implicação (3) ^  (2) do Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery, 
seguiremos as construcães propostas por Faith em [11, Proposition 4.1.3], utilizando uma relacao 
entre AH e End (A#HA) para obter um morfismo entre A#HHom (A, A # H ) e HomAH (A ,A H) 
que nos ajudara a obter uma base dual para os AH-modulos a direita eA, com e2 =  e e  A.
Na Proposiçao 2.11, vimos que, dado um contexto de Morita (R, F, RPF, FQR, ( ,  ), [, ]), se 
o anel R e idempotente e o morfismo de R-bimodulos ( ,  ) e sobrejetor, as furnjões canonicas 
R ^  End (PF) e R ^  End (FQ) induzem os isomorfismos de aneis R / l  (R) =  End (PF) ■ R 
quando e unitario e R / r  (R) =  (R ■ End (FQ ))op quando Q R e unitário, respectivamente. 
Analogamente para o morfismo de F-bimodulos , e o anel F .
No caso particular do contexto de Morita (AH, A #H , A, A, ( ,  ), [, ]), o lema a seguir mostra 
um isomorfismo induzido pela função canonica AH ^  End (A#HA) obtido sem as hipoteses de 
que o morfismo de AH-bimodulos ( , )  e sobrejetor e que o AH-modulo à direita A e unitario, 
pois estas sao usadas para provar que o nucleo da funcão canônica e r  (AH) e, neste caso, e facil 
ver que o nucleo e r  ( A ^  AH.
L em a 3.18. Sejam H  uma álgebra de Hopf e A uma H-modulo álgebra à esquerda. Se a ãlgebra 
AH é idempotente, então temos um isomorfismo de álgebras:
Ah /  ( r  (A) p |  Ah ) =  (Ah  ■ End (a #h A))op.
Demonstraçao. Considere a funcao:
e : Ah  —̂  (End (a#h A))op 
a i— > (x ^  xa)
Para cada a, b e  AH e x e  A, temos:
e(ab)(x) =  xab
=  e(b)(xa)
=  e(b) o e(a)(x),
o que implica que e e um morfismo de algebras entre AH e (End (A#HA))op. E imediato que:
Ker (e) =  {a e  AH ; xa =  0, Vx e  A} =  r  (A) Q  AH.
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Como a algebra AH e idempotente, para cada a =  ^ n =1 bjCj e  AH, temos:
0(a)(x) =  xa
n






E (bi ■ 0(ci)) (x )
i=1
o que implica que Im (0) C AH ■ End (A#H A ).
Por outro lado, para cada f  e  End (A#HA) e a e  AH, como a algebra AH e idempotente, 
existem {bi,ci}n= 1 C AH tais que a =  ^  bjCi. Note que, para cada h e  H , temos:
h ■ f  (a) =  E  h ■ f  (biCi)
i=1
n
=  E h ■( b f  (cí))
i=1
n
=  E E (h1 ■bí )(h2 ■f  (cí))
i=1
n
=  E  E ((h1 ■bí)# h2) ■ f  (Cí)
i=1
n
= E E  f  (((h 1 ■ b i)#h 2) ■ ci)
i=1
n
=  E E f  ((h1 ■ bi)(h2 ■ cí))
i=1
n
=  E f  (h ■(bíCí))i=1 
=  f (h  ■ a)
=  £(h )f (a),
ou seja, f  (a) e  AH. Logo, para cada x e  A, temos:
(a ■ f  )(x) =  f  (xa)
=  x f(a )
=  0 (f (a ))(x )
o que implica que AH ■ End (A#HA) C Im(0). Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos:
AH/  ( r  (A) f |  Ah ) =  (Ah  ■ End (a #h A))op
como algebras.
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L em a 3.19. Sejam  H  uma álgebra de Hopf e A uma H -modulo (álgebra a esquerda. Se a (álgebra
AH ó idempotente e a álgebra A nao tem anuladores à direita, existe uma função K-linear:
0 :  AH ■ A#HHom (A, A # H ) — > HomAH (A, AH)
tal que, para cada f  e  AH ■ A#HHom (A, A # H ) e a, b e  A, temos:
f  (a) ■ b =  a 0 (f)(b ) .
Demonstraçao. Comecaremos definindo:
01  : A#HHom (A, A# H)  > End(A#HA)Hom (A  End (A#HA))
f  i— ► (a ^  (x ^  f  (x) ■ a))
Para cada f  e  A#HHom (A, A # H ), a, x e  A e g e  End (A#HA), temos:
0 1 ( f ) (g (a))(x) =  f(x ) ■ g (a)
=  g (f(x) ■ a)
=  g (0 1 ( f  )(a)(x))
=  g o (0 1 ( f )(a))(x),
o que implica que 0 1 ( f ) e  End( A)Hom(A, End (A#HA)). Pelo Lema 3.18, como r  (A) =  0, a( A#H )
funçao:
0 : Ah  (AH ■ End (a#hA ))op
c '— ► (y ^  yc)
e um isomorfismo de algebras. Para cada b e  AH, temos:
((b ■ f)(x )) ■ a =  f  (xb) ■ a
=  0 1 ( f  )(a)(xb)
=  (b ■ (0 1 (f)(a ))) (x)
=  (0 o 0-1 (b ■ (0 1 (f)(a))))(x )
=  x0-1(b ■ (0 1 (f)(a ))) .
Defina a funcão:
0 : Ah  ■ A#HHom (A, A # H ) — ► HomAH (A, AH)
n n
E  b* ■f  *1— ► ( a ^  E 0 -1  (b* ■ (0 1 ( f  *) ( a ) ) ) )
i=1 V *=1 J
Vejamos que 0  esta bem definida. Se Y^n=1 b* ■ f* =  Sm= 1 C? ■ gj , para cada a, x e  A, temos:
n
J ^ x (0 1(b* ■ (0 1 ( f *)(a)))) =  ^ ((b* ■ f *)(x)) ■ a
*=1 
m




E  x (0- 1(c, ■ ( 0 1 (g*)(a)))) .
j =1
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Como r  (A) =  0, temos que ^™=i e 1 (bi■ (^ i(/* )(a))) =  e 1 (cj-■ (^ i(g j )(a))), o que implica 
que ^  esta bem definida. Pela definicao de ^ , temos:
f  (a) ■ b =  a^ (/)(b)
para cada /  e  AH ■ A#HHom (A, A # H ) e a, b e  A. ■
L em a 3.20. Sejam  H  uma algebra de Hopf e A uma H -modulo álgebra à esquerda. A funçao:
n : A # H  — ► End ( Aa h  ) 
a # k  i— ► (x ^  a(k ■ x))
e û m morfismo de álgebras e, se a álgebra A # II e ide^mpotente, Î m (n) C ^índ (A^n ) ■ A # H . 
Demonstração. Para cada a # k , b#k  e  A # H  e x e  A, temos:
n ((a#k )(b#k ))(x ) =  ^  n (a(ki ■ b )# k 2k) (x)
a(h i ■ b)(k2k ■ x) 
y ,  a(h i ■ b)(k2 ■ (k ■ x))
=  a(k ■ (b(k ■ x)))
=  n(a#k)(b(k  ■ x))
=  n (a # k ) o n(b#k)(x),
o que implica que n e um morfismo de algebras. Note que n tambem e um morfismo de 
A#H-m ódulos à direita, pois para cada a # k , b#k e  A # H  e x e  A, temos:
n ((a#k )(b#k ))(x ) =  n(a#k)(b(k  ■ x))
=  n (a# k )((b # k ) ■ x)
=  (n (a#k ) ■ (b#k))(x)
Isto implica que, se A#H^ e idempotente, Im (n) C End (A^h  ) ■ A # H . ■
P ro p o sição  3.21 ((3) ^  (2)). Sejam  H  uma álgebra de Hopf e A uma H -modulo algebra 
à esquerda. Se a álgebra A não tem anuladores à direita, o AH -modulo a direita A e' 
s i -unitário e A gera A # H  como o A # H -módulos à esquerda, entao o morfismo de algebras 
n : A # H  ^  End (Aah ) ■ (A # H ) e um isomorfismo e, para cada e2 =  e e  A, o AH -mádulo a 
direita eA possui base dual.
Demonstração. Primeiramente note que, como A e um AH-modulo à direita si-unitario  e 
AH C A, então as algebras A, AH e A # H  sao idempotentes. Pelo Lema 3.20, temos que 
Im (n) C End (Aah ) ■ (A # H ).
Alem disso, fixados {ai# k i}™=i C A # H , existe e2 =  e e  AH tal que a^e =  a» para todo i. 
Isto implica que (ai# h i)(e# 1 H) =  a j# k j para todo i, com (e# 1 H )2 =  e # 1 H e  A # H , ou seja, 
A # H  e um A#H-m ódulo à direita si-unitário. Logo, A # H  nao tem anuladores a esquerda. 
Pelo Lema 1.14, se A gera A # H  como A#H-m ódulos a esquerda, temos:
Ín n^  a j# k j e  A # H  ; ^  a j# k j ■ b =  0, Vb e  A > =  0.
í=i í=i J
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Como a algebra AH e idempotente e A não tem anuladores à direita, pelo Lema 3.19, existe 
0 : AH ■ A#ffHom (A, A # H ) —— Hom^H (A, AH) tal que, para cada f  e  AH ■ {#nHom (A, A # H ) 
e a, b e  A, temos:
f  (a) ■ b =  a 0 (f)(b ) .
Para cada e2 =  e e  A, vamos encontrar uma base dual para o AH-mádulo à 
direita eA. Como A gera A # H  como A#H-m odulos à esquerda, existem {a*}n= 1 C A 
e {f*}n= 1 C A#HHom(A, A # H ) tais que e # 1 H =  J^n= 1 f*(a*). Como A e um AH-modulo 
à direita si-unitario, existe w2 =  w e  AH tal que a* =  a*w para todo i. Note que 
^ n = 1 f*(a*) =  ^ n = 1(w ■ f*)(a*). Logo, para cada x e  eA, temos:
2
rp  -----  p r p  ------- f> ry>
=  e ((e # 1 H) ■ x)
n
=  E e((w ■f  * )(a*) ■x)
i=1
n
=  E  ea*0 (w ■ f*)(x)
i=1
n
=  ^  ea*0 (w ■ f*)(ex)
i=1
n
=  E  ea*(0 (w ■ f*) ■ e)(x),
i=1
o que implica que {(ea*, 0(w  ■ f *) ■ e)}n=1 C eA x Hom{H eA, AH e uma base dual de eA como 
AH-modulo a direita.
Vejamos que End (A{h ) ■ (A # H ) C Im (n). Para cada f  e  End (A{h ) ■ (A # H ), existem 
{gj}”= 1 C End (Aah ) e {b j# k j} ”= 1 C A # H  tais que f  =  X jU  gj ■ (b j# k j). Ja  vimos que 
existe e2 =  e e  AH tal que (e#1 H )2 =  e# 1 H e (b j# k j)(e# 1 H) =  b j#k j para todo j . Usando 
a base dual {(ea*,0(w ■ f*) ■ e)}n=1 C eA x Hom{H (eA, AH) de eA como AH-modulo a direita 
encontrada acima, para cada x e  A, temos:
m
f  (x) =  E (gj ■ (bj # kj ))(x)
j =1
m
=  E (gj ■ ((bj # kj )(e0 1 H)))(x)
j =1
m
=  E (gj ■ (bj # kj ))((e# 1 H) ■ x)
j =1
m
=  E (gj ■ (bj # kj ))(ex)
j =1
=  f(ex) 
n
=  E f  (ea*(0(w ■ f *) ■e)(ex))
i=1
n
=  E f  (ea*)(0(w  ■f  *) ■e)(ex)
i=1
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= ^ 2 / ( a i)^ (w ■/i)(e2x) ( /(e a i) = / (ai))
i=i
n
=  S (w ■/ i ) ( / ( a í)) ■ex
i=i
n
=  S  / i ( / ( a i)w) ■ ((e# 1 H) ■ x)
í=i
n
=  ^ ( / j ( / ( a iw))(e# 1 H)) ■ x
i=i
n
=  S  n ( / j ( / ( a í ) ) (e # 1 H ))(x) (a*w =  ai),
i=i
o que implica que /  =  Y^i=i n ( ( / j ( /(a j)))(e # 1 H)). Portanto n e um isomorfismo de algebras.
■
P ro p o sição  3.22 ((2) ^  (4)). Sejam  H  uma, álgebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  /H 
e A uma H -mádulo algebra a esquerda. Se A e um A-modulo à esquerda si-unitario, a
funçao n : A # H  ^  End (Aah ) ■ (A # H ) á um isomorfismo de algebras e, para cada e2 =
e e  A, o AH -mádulo à direita eA possui base dual, entao o morfismo de A # H -bimádulos
[, 1 : A 0  A ^  A # H  é sobrejetor.
Demonstração. Para cada a # k  e  A # H , como A e um A-modulo a esquerda si-unitario, existe 
e2 =  e e  A tal que a =  ea. Fixe uma base dual {(xj, / i)}n=i C eA x Hom^n eA, AH de eA 
como AH-modulo à direita. Para cada i, defina:
: A —̂  A 
b —̂  / j (eb)
Claramente e  HomAH (A, AH) C End (Aa h ), pois / j e  HomAH (eA, AH) . Alem disso, para 
cada b e  A, temos:
(gj ■ ( e # 1 H))(b) =  gj ( (e # 1 H) ■ b) =  gj (eb) =  / j (e2b) =  / j (eb) =  gj (b).
Logo =  g  ■ (e#1H) e  End (Aa h ) ■ (A # H ). Como n e um isomorfismo de algebras, existem
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{a*,j#h*j}m=1 C A # H  tais que g* =  J^m0  n (a* j# h * j). Para cada b e  A e k e  H , temos:
mi n mi
E n(k ■ (a*,j # h*,j))(b) =  E E E  n((k 1 ■ a*,j )# k 2h*,j )(b)
j =1 *= 1 j =1
E <fc1 ■ a*,j)(k2h*,j ■ b) 
j =1
mi
J ^ k ■ (a*,j (h*,j ■ b))
— ^  ' k ■ n (a*,j#h*,j)(b) 
j =1
=  k ■ g*(b)
=  e(k)g*(b) (g*(b) e  AH)
mi
=  E  n(e(k)a*,j # h*,j)(b).
j =1
Como n e injetor, temos que ^ m =1 a* j#h* j e  (A # H )H e, pelo Lema 3.13, existe y* e  A tal que
X j =1 a*,j # h*,j =   ̂■ (y*# 1 H) .
Vejamos agora que a # h  e  Im ([ , ]). Para cada b e  A, temos:
n(a#h)(b) =  a(h ■ b)
=  ea(h ■ b)
n
=  E  x*f*(ea(h ■ b))
*=1
n
=  E  x*g*(a(h ■ b))
*=1 
n mi
E E  x*n (a*,j # h*,j )(a(h ■ b))
*=1 j =1 
n
E x * ( n ( t  ■ (y*# 1 H)))(a(h ■ b))
*=1
n
E  n(x*# 1 H) o n (t ■ (y*# 1 H)) o n(a#h)(b)
*=1
n
E n ( ( x * # 1 H)(t ■ (y*# 1 H ))(a#h))(b)
*=1
n






E  n([x*,y* ■ (a#h)])(b).
*=1
Como n e injetor, temos que a # h  =  ^ n = 1 [x*,y* ■ (a# h )], o que implica que o morfismo de 
A # H -bimádulos [ , ] e sobrejetor. ■
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r-w-, '
3.3 O Teorema de Cohen-Fischm an-M ontgom ery para Algebras com Unidades Locais
Nesta seçao, reuniremos todas as generalizações das implicacoes do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery apresentadas durante este capítulo em um ónico teorema. 
Quando todas as hipoteses dos resultados ja  apresentados forem satisfeitas ao mesmo tempo, a 
nossa ólgebra A tera unidades locais. Nesse caso, veremos que a definicao de modulos localmente 
projetivos sera ótil para relacionar a ólgebra A e seus AH-submodulos à direita eA, onde 
e2 =  e e  A.
L em a 3.23. Sejam  H  uma algebra de Hopf e A uma H -modulo algebra a esquerda. Se a 
álgebra A tem unidades loçais, a família parçialmente ordenada I  =  {e e  A ; e2 =  e} çom 
e < /  e /  =  / e  =  e é uma famália dirigida e (eAAH )ee/  e um sistema direto de somandos 
diretos de Aah tal que eA =  A. Além disso, as projeções 0e : A y  eA dadas por 0e(a) =  ea 
se fatora por 0 /  sempre que e < / .
Demonstraçao. Pelo Lema 1.32, a família I  e dirigida. Para cada e2 =  e e  A, tome
B =  {a e  A ; ea =  0}. Claramente B  e um AH-submodulo à direita de A tal que B  (Q eA =  0.
Note que, para cada a e  A, a =  ea +  a — ea com ea e  eA e a — ea e  B. Logo A =  eA 0  B e eA 
e somando direto de A. Considere as inclusães ie : eA y  A e : eA — y /A  sempre que e < / .  
Isto implica que ie =  i /  ◦  , Ve < /  e (eAAH)e2=e€A e um sistema direto de somandos de Aah .
Para provar que lim eA =  A, tome um AH-modulo a direita M  com morfismos ^ e : eA y  M
para cada e2 =  e e  A tais que >̂e =  <£/ ◦  f , sempre que e < / .  Como a algebra A tem unidades 
locais, para cada a e  A existe e2 =  e e  A tal que ae =  ea =  a, o que implica que a e  eA. 
Se a e  xA com x 2 =  x e a e  yA com y2 =  y e  A, existe e2 =  e e  A tal que ex =  xe =  x e 
ey =  ye =  y. Isto implica que a e  eA com x < e, y < e e:
^x(a) =  o iX(a) =  ^e(a),
(a) =  ^e o (a) =  ^e(a).
Assim, a funçcãao a seguir esta bem definida:
^ : A — y M
a i— y ^ e(a), onde a e  eA.
Claramente ^  o ie =  <̂e, Ve2 =  e e  A e e o ónico morfismo de AH-módulos a direita de A para 
M  com esta propriedade.
Finalmente, quando e < / ,  temos e /  =  / e  =  e e ea =  e /a , o que implica 0e =  o 0 /,
onde : /A  y  eA e dado por (x) =  ex. ■
Na Proposicao 3.21, vemos que, quando A gera A # H  e Aa h  e si-unitario, os
Ah -modulos a direita eA sao finitamente gerados, para cada e2 =  e e  A, pois possuem base 
dual. No teorema a seguir, vamos supor que sao finitamente gerados desde o princípio para 
podermos trabalhar com qualquer sistema direto (PQie/ quando A for um AH-modulo à direita 
localmente projetivo.
T eo rem a 3.24. Sejam  H  uma algebra de Hopf de dimensão finita, 0 =  t e  f lH e A uma 
H -modulo algebra à esquerda çom unidades loçais. Se A e um AH-modulo a direita si-unitario  
e, para çada e2 =  e e  A, o AH -mádulo à direita eA á finitamente gerado, sao equivalentes:
1. AH C A e extensão H *-Galois;
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2. (a) n : A # H  — End (A{h ) ■ A ó isomorfismo de álgebras, e
(b) A  á um AH -modulo a direita localmente projetivo;
3. A ó gerador na categoria dos A # H -modulos a esquerda unitarios;
4. o morfismo de A # H -bimodulos [, ] : A ® A — A # H  dado por [a,b] =  (a# t)(b # 1 H) ó 
sobrejetor;
5. para qualquer A # H -modulo a esquerda unitario M , a funçao:
ò : A ® M H — — M
a h
a ® m 1— — (a# 1 H) ■ m
ó isomorfismo de A # H -modulos a esquerda.
Demonstraçao. A demonstracão seguira a seguinte estrutura:
(2 )< (3)
Temos (1) (4) pela Proposição 3.9 e (4) ^  (3) pela Proposicão 3.11.
Como A tem unidades locais, para cada {a*#h*}n=1 C A # H , existe e2 =  e e  A tal que 
a* =  ea* para todo i. Logo (e#1H)2 =  e # 1 H e a*#h* =  (e#1H)(a*#h*) para todo i, ou seja, 
A # H  e um A #H-m odulo à esquerda si-unitario. Temos (5) ^  (4) pela Proposiçao 3.14 e, como 
todo A # H -mádulo a esquerda unitario e si-unitario  pelo Lema 1.29, então todo A #H-m odulo 
à esquerda unitário e livre de torção e temos (4) ^  (5) pela Proposiçao 3.17.
Lembrando que A =  A # 1 h  como algebras, temos que End (A{h ) ■ A C End (A{h ) ■ (A # H ). 
Por outro lado, como a algebra A tem unidades locais, para cada a # h  e  A # H , existe 
e2 =  e e  A tal que a =  ea. Note que a # h  =  X X e#h2)((S - 1 (h1) ■ a )# 1 H). Isto implica 
que End (A{h ) ■ (A # H ) C End (A{h ) ■ A.
Pelo Proposição 1.20, o AH-modulo a direita eA e projetivo finitamente gerado se, e somente 
se, possui base dual. Logo, temos (3) ^  (2) pela Proposicão 3.21.
Por fim, se o AH-modulo à direita A e localmente projetivo, fixe uma família dirigida I  
e um sistema direto (P*)*e/ satisfazendo a definiçao de modulos localmente projetivos. Para 
cada e2 =  e e  A, existe um conjunto finito {x1 , ...,xn} de geradores do AH-mádulo a direita 
eA e, para cada k =  1, ...,n , existe ik e  I  tal que xk e  P*k. Como a famália I  e dirigida, existe 
i e  I  tal que ik < i, Vk. Isto implica que eA C P* e temos eA =  e2A C eP*. Mas eP* C eA. 
Logo eA =  eP*. Alem disso, P* =  eP *® Q , onde Q =  {p e  P* ; ep =  0}, o que implica que o 
AH-modulo a direita eP* e projetivo. Pela Proposicao 1.20, o AH-modulo à direita eA possui 
base dual. Portanto, (2) ^  (4) pela Proposiçao 3.22. ■
E xem plo  3.25. Considere A, B  e G como no Exemplo 3.3. Para cada a =  ^ * j  b*,jE*j e  A, 
existe k e  N tal que b*j =  0 se i > k ou j  > k. Se a álgebra B possui unidade, considere 
S k= 1 1bE*,* a matriz identidade k x k. Temos que e  AcoKG C A e a =  a /k =  a,
ou seja, a algebra A possui unidades locais e A e um AcoKG-modulo a direita si-unitário.
Fixado e2 =  e e  A, tome k e  N tal que e =  e /k e considere {x*,j =  e( 1BE*,^ }1<*j<fc C eA. 
Para cada x =  ^ * j  b*jE*,j e  eA, temos que b*j =  0 se i >  k ou j  > k, ou seja,
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x =  E iU  E k= i b jjE jj e temos:
k k
=  S I  e (b*,J E*,j )
j=i j= i
k k
=  S  S  e (1 sE »,j)(b» j )
j=i j= i
k k ( )
' s ,  x»,j (b»,j E j,j),
j= ij= i
com bj,jEj,j e  AcoKG, ou seja, o AcoKG-modulo à direita eA e finitamente gerado. Neste exemplo,
temos que a extensao AcoKG C A e KG-Galois, pois a algebra B e idempotente, o que implica
que todas as afirmacães do Teorema 3.24 sao verdadeiras.
APÊNDICE
a . e x t e n s Ao  h o p f -g a l o i s , p r o d u t o  s m a s h  ê  Al g e b r a  d ê  
ÊNDOMORFISMOS
Para demonstrar o Teorema de Cohen-Fischman-Montgomery, vimos que o morfismo de
A # H -bimádulos [, ] : A 0  A — A # H  e o pilar das implicações. Quando a álgebra
a h
A possui unidade, Kreimer-Takeuchi provam a implicação (1) ^  (2.a) do Teorema de 
Cohen-Fischman-Montgomery em [13, Theorem 1.7(3)]. Nesta secao, generalizaremos este 
resultado para áalgebras sem unidade. Para isto, mostraremos que o morfismo de áalgebras 
n : A # H  — End (Aah ) se fatora por uma funcão que esta diretamente ligada a funcao 
can: A 0  A — A 0  H *. Lembre que, quando a algebra de Hopf H  tem dimensão finita,
a h
uma H -mádulo álgebra à esquerda A e uma H*-comodulo algebra à direita e usamos a notaçao 
P(a) =  E  ao 0  a 1 para a coacão de H * em A.
L em a A .1. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A uma H -modulo algebra a 
esquerda. A funçao:
Y: A 0  A — — A 0  H  *H
. 0  b i— — y  a0b 0  a 1a
ó sobrejetora se, e somente se, a extensao AH C A ó H *-Galois. Alám disso,
Ker (can) =  Ker (y ).
Demonstração. Seja S  a antípoda de H *. Como H  tem dimensão finita, H * tambem tem 
dimensao finita e S e bijetora. Considere as funções:
$ : A 0  H  * — — A 0  H  *
a 0  f  i— — E  ao 0  a 1S ( f )
T : A 0  H  * — — A 0  H  *
a 0  f  i— — E  ao 0  S - 1  ( f  )a 1
Para cada a e  A e f  e  H * , temos:
T o T(a 0  f ) =  E  T (ao 0  a 1S ( f ))
=  E  ao 0  S - 1(a2S (f ) )a 1 
=  E  ao 0  S - 1(S (f))S - 1 (a2)a 1 
y ,  ao 0  A aQ f
=  a 0  f,
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T o T (a G f ) =  ' S  T (fl0 G S - 1 ( f  )ai)
=  S 00 G a iS (S - 1 ( f  )a2)
=  S  ao G a iS (ß 2)S (S - 1( f ))
=  y  ao G e (a i) f
=  a G f,
o que implica que T e í  são bijetoras, com T - 1 =  í .
Note agora que, para cada a, b e  A, temos:
T o can(a G b) =  T (ab0 G b1 )
=  S (ab o )o  G (abo)1S(b1)
y ,  aobo G a 1b1 S(b2)
y  aobo G e(b1)a 1
y  aob G a 1
=  Y(a G b),
o que implica que y  =  T o can. Portanto Ker (y ) =  Ker (can) e y  e sobrejetora se, e somente se, 
can e sobrejetora. ■
L em a A .2. Sejam H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A  uma H-modulo álgebra a 
esquerda. O espaço A G H * é um A-bimodulo com ações:
A G A G H  * — y A G H  * 
a G b G f  i— y y  aob G a f
A G H  * G A — y A G H  * 
a G f  G b i— y ab G f
e Y e um morfismo de A-bimodulos.
Demonstraçõo. Para cada a, b, c e  A e f  e  H *, temos:
a ■ (b ■ (c G f )) =  S  a ■ (boc G b1 f )
y  aoboc G a 1b1f  
=  (ab) ■ (c G f ),
((c G f ) ■ b) ■ a =  (cb G f ) ■ a 
=  cba G f  
=  (c G f ) ■ (ba),
(a ■ (c G f )) ■ b =  S ( a o c  G a 1f ) ■ b 
y  aocb G a f  
=  a ■ (cb G f )
=  a ■ ((c G f ) ■ b),
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Logo, A 0  H * áe A-bimoádulo.
Para cada a, b, c e  A, temos:
c ■ y(a 0  b) =  c ■ (aob 0  a 1) 
y ,  coaob 0  C1a 1 
=  y(ca 0  b)
=  y(c ■ (a 0  b)),
Y(a 0  b) ■ c =  ^ ( a o b  0  a 1) ■ c 
^  ao bc 0  a 1 
=  y(a 0  bc)
=  y((a 0  b) ■ c),
o que implica que y  e morfismo de A-bimádulos. ■
L em a A .3. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensao finita e A uma H -modulo álgebra a 
esquerda. Se a algebra A não tem anuladores a esquerda e ó um  AH -modulo a direita unitário, 
entao a funçao:
^ 1: KHom (H *, A) — — HomA (A 0  H *, A) 
f  i— — (a 0  f  — f ( f  )a)
induz o isomorfismo de K-espaços vetoriais:
KHom (H *, A) =  HomA (A 0  H *, A) ■ A.
Demonstraçao. Consideramos A 0  H * um A-bimodulo como no Lema A.2 . Para cada 
f  e  KHom (H *, A), a, b e  A e f  e  H *, temos:
A (f)((b  0  f ) ■ a) =  ^ ( f  )(ba 0  f )
=  f ( f  )ba 
=  (f (f)b)a 
=  (A (f)(b  0  f))a ,
o que implica que ^ ( f )  e morfismo de A-mádulos à direita.
Seja f  e  K er(^ 1). Para cada a e  A e f  e  H *, temos f ( f  )a =  ^ 1(^)(a  0  f ) =  0, ou seja, 
<^(f) e  l  (A). Como A não tem anuladores a esquerda, temos que f ( f ) =  0 para todo f  e  H *, 
ou seja Ker (^1) =  0.
Para cada T e  HomA (A 0  H *, A) e a e  A, defina:
f : H  * — — A
f  1— — E  T(ao 0  a f )
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Para cada b 0  f  e  A 0  H *, temos:
(T ■ a)(b 0  f ) =  T (a ■ (b 0  f ))
=  ^ T ( a o b  0  a 1 f )
=  E  T((ao 0  a f ) ■ b)
=  E  T(ao 0  a f  )b 
=  f ( f  )b
=  ^ 1 (f )(b 0  f ^
o que implica que HomA (A 0  H *, A) ■ A C Im (^1).
Fixe f  e  KHom (H *, A). Considere {h*}n= 1 uma base de H  e {f*}n=1 a respectiva base dual 
de H *, ou seja, f j (h*) =  á*j. Como A e um AH-modulo a direita unitario, para cada i =  1, ...,n  
existem { b * jj=  1 C A e {c*,j j =  1 C AH tais que:
ni
f ( f  *) =  E  b*,j c*,j.
j =1
Para cada i =  1,..., n  e j  =  1,..., n*, defina:
f  *,j : H * - — A
f  1— — f  (h*)b*,j
Entao, para cada a 0  f  e  A 0  H *, como f  =  5^n=1 f  (h*)f*, temos:
^ 1(f )(a 0  f )  =  f ( f  )a
n
=  E  f  (f  (h*) f  *)a
*=1
n
=  E f  (h*)f ( f  *)a
*=1
n ni
= E E f  (h
*=1 j =1
*JU*,3L'*,Jc ,j a
E E f * , j ( f  )c*,ja
*=1 j =1
n ni
E E  M f * j  )(c*,ja 0  f)
*=1 j =1
n niE E
^ 1 (f*,j)((c*,j)oa 0  (c*,j)1 f ) (c*,j e  AH)
*=1 j =1
n niE E
^ 1 (f*,j)(c*,j ■(a 0  f))
*=1 j =1
n ni
E E (^ 1 (f*,j) ■ c*,j)(a 0  f ),
*=1 j =1
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o que implica que Im (0 i) C HomA (A 0  H*,A) ■ A. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, 
temos:
KHom (H *, A) =  HomA (A 0  H *, A) ■ A 
como K-espaços vetoriais. ■
L em a A .4. Se X e  um K-espaço vetorial e Y  á um K-espaço vetorial de dimensão finita, entao 
a funçao:
02 : X  0  Y —y  KH om (Y *,X ) 
x 0  y i— y ( /  y  / (y)x)
e um isomorfismo de K -espaçços vetoriais.
Demonstraçao. Podemos assumir que os elementos de X  0  Y sao da forma n=i xi 0  y», onde 
{yj}n=i e uma base de Y . Considere { / j }n=i a respectiva base dual em Y *, ou seja, / j (yQ =  G j . 
Seja E n=i xí 0  yi e  Ker (02). Para cada j  =  1,..., n, temos:
x, y / J(Vi)xi =  y  ß 2(xi G Vi) ( /J ) =  o
i=1 i=1
e a função ß 2 e injetora.
Para cada 0  G KHom (Y*, X ) e /  G Y *, como /  =  £ ?= i / ( y )/* e E I = 1  0(/*) 0  Vi G X  0  Y , 
temos que:
0 ( /)  =  £  0 ( / ( Vi) /i)
i=1
n
= y /  (vi)0 ( / i)
i=1
n
= y  ß2(0 (/i)  0  Vi) ( / ) .
i=1
e a função ß2 e sobrejetora. ■
C oro lá rio  A .5. Sejam H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A  uma H-módulo álgebra 
à esquerda. Se a algebra A não tem anuladores à esquerda e é unitário como AH -modulo a 
direita, a funcdo:
ß : A 0  H  — y HomA (A 0  H*,A) 
a 0  h I— y (b 0  /  y  / (h)ab)
induz o isomorfismo de K-espacos vetoriais:
A 0  H  =  HomA (A 0  H *, A) ■ A.
Demonstração. Considere as funcoes:
ß 1 : KHom (H *, A) — y HomA (A 0  H *, A)
0  I— y (a 0  /  y  p ( /)a )
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A2 : A 0  H  — > KHom (H *, A) 
a 0  h i— > ( f  ^  f  (h)a)
Para cada a, b G A, h G H  e f  G H *, temos:
A  o ^ 2(a 0  h)(b 0  f ) =  ^ 2(a 0  h)(f)b  
=  f(h)ab
=  A (a 0  h)(b 0  f ),
o que implica que A =  A  ◦  A2 e, pelos Lema A.3 e Lema A.4, temos:
A 0  H  =  HomA (A 0  H *, A) ■ A 
como K-espaços vetoriais. ■
O bservação  A .6 . Sejam H  uma algebra de Hopf de dimensão finita e A uma H-modulo algebra 
à esquerda. Por adjunção, temos o seguinte isomorfismo de K-espacos vetoriais:
n i : HomAH (A, HomA (A, A)) — > HomA ( A 0  A, A
V
f  i— > (a 0  b ^  f(a)(b))
Alem disso, ni e morfismo de A-modulos a direita, pois para cada a, b, c G A e 
f  G HomAH (A, HomA (A, A)), temos:
n i( f  ■ c)(a 0  b) =  ( f  ■ c)(a)(b)
=  f (ca)(b)
=  n i(f)(ca  0  b)
=  (n i(f)  ■ c)(a 0  b)
L em a A .7. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A uma H -modulo álgebra à 
esquerda. Se a álgebra A não tem anuladores à esquerda e á unitário como AH-modulo a direita, 
a funçao:
n2: HomAH (A, A) — ► HomAH (A, HomA (A, A) ■ A) 
f  i— > (a ^  (b ^  f  (a)b))
e um isomorfismo de A-modulos a direita.
Demonstração. Para cada f  e  HomAH (A, A), a, b e  A e c e  AH, temos:
n2(f)(ac)(b) =  f(ac)b 
=  f(a)cb 
=  n2(f )(a)(cb)
=  (n2(f )(a) ■c)(b),
o que implica que n2( f )  G HomAH (A, HomA (A, A)). Alem disso, como A e unitário como 
Ah -mádulo à direita, a álgebra A e idempotente e existe (x», y»}™=i Ç A tais que a =  Y^i=i x^y». 
Logo:
i
n2 (f )(a) =  n2(f )(x»yí)
i=i
i
=  X ! (n2(f ) ■ ^ X y A
i=i
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o que implica que n2(f)(a ) G HomA (A, A) ■ A.
Para cada f  G HomAH (A, A) e a, b, c G A, temos:
n2(f  ■c)(a)(b) =  (f  ■c)(a)b 
=  f(ca)b
=  n2(f )(ca)(b)
=  (n2(f ) ■c)(a)(b),
o que implica que n2 e morfismo de A-modulos à direita.
Se f  G K er(n2), para cada a, b G A, temos f(a )b  =  n2(f)(a)(b) =  0. Logo, f (a )  G l  (A).
Como A nao tem anuladores à esquerda, n2 e injetora.
Fixe ^  G HomAH (A, HomA (A, A) ■ A) e defina:
f : A — > A
i i
a i— > £  ^(xí)(y»), onde a =  £  x̂ y» e y» G AH, Vi
j=i j=i





=  £ W xX ■ y»)(b)
í=i
i
=  £  ^ (xí)(yíb)
í=i
i
=  £  ^ (xí)(y»)b
í=i
=  0 (a)b
=
o que implica que n2 é sobrejetora.
C oro lá rio  A .8 . Sejam H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A  uma H-módulo álgebra 
à esquerda. Se a algebra A nao tem anuladores à esquerda e e unitario como AH -modulo a 
direita, então a funcdo:
n : HomAH (A, A) —  ̂HomA ^A 0  A, A 
0  i— > (a 0  b ^  0 (a)b)
e um isomorfismo de A-modulos à direita.
Demonstração. Considere as funções:
n i : HomAH (A, HomA (A, A)) — > HomA ^A 0  A, A
0  i— > (a 0  b ^  0 (a)(b))
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n2: HomAH (A, A) — y HomAH (A, HomA (A, A) ■ A) 
y  i— y (a y  (b y  y(a)b))
Para cada y  e  HomAH (A, A) e a 0  b e  A 0  A, temos:
ni o n2(y)(a 0  b) =  n2(y)(a)(b)
=  y(a)b 
=  n(y)(a 0  b),
o que implica que n =  ni o n2 e, pela Observação A .6 e pelo Lema A.7, n e isomorfismo. ■
L em a A .9. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A uma H -modulo algebra a 
esquerda. Se a algebra A e idempotente e a extensão AH C A e H *-Galois, entao afunçao:
Y*: HomA (A 0  H *, A) — y HomA ( A 0  A, A
V
y  i— y y  o y
induz o isomorfismo de A-modulos a direita:
HomA (A 0  H *, A) ■ A =  HomA ^A 0  A, A^ ■ A
Demonstraçao. Consideramos A 0  H * um A-bimodulo como no Lema A.2 , o que implica que a
funcão y e um morfismo de A-bimodulos. Como AH C A e extensão H*-Galois, pelo Lema A.1 , 
Y e sobrejetor e Ker (y) =  Ker (can). O morfismo y * e obtido aplicando o funtor contravariante 
HomA (_, A) no morfismo y. Logo, y * e um morfismo de A-módulos a direita injetor.
Para cada n=i y i ' ai e  HomA (A 0  H *, A) ■ A
n n
y Y * ( y i  ■ ai)(x 0  y) ^ y ( y i  ■ ai) o y(x 0  y)
i=i i=i
n
ai)(xoy 0  xi)
i=i
n
=  y  y  yi(aj ■ (xoy 0  x i))
i=i
n
=  yi((ai)oxoy 0  (ai)ix i)
i=i
n
y  yi o Y(aix 0  y)
i=i
n
=  y  Y*(yi)(aix 0  y)
i=i
n
=  S (y*(y i) ■ ai)(x 0  y^
i=i
o que implica que Y*(HomA (A 0  H *, A) ■ A) C HomA ^A 0  A, A^ ■ A.
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Para cada T e  HomA A  0  A, A j e a e  A, se x e  Ker(Y), como Ker(Y) e submódulo de
torção por ambos os lados pelo Coroiario 3.10, então (T ■ a)(x) =  T(ax) =  0. Lembre-se que, 
pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, 7  sobrejetor implica:
(A 0  A  / Ker (y) =  A 0  H *.
Pela propriedade universal do quociente, existe 0 «: A 0  H * ^  A tal que Y*(0 «) =  0 « 0 Y =  T ■ a,
ou seja, HomA ^A 0  A, A^ ■ A C Im (y*). Como A e idempotente, existe (bj, 0 }™= C A tal que
a =  XX=i bjCj. Para cada i =  1, ...,n , pela conta acima, existe 0 bi: A 0  H * ^  A satisfazendo 
0 b 0 Y =  T ■ bj. Para cada x 0  y e  A 0  A, temos:
n n
£  Y* (0 y ■ Cí)(x 0  y) =  £ ( 0 0  ■ ci) 0 y (x 0  y)
í=1 í=1
n
=  £  (cí ■ Y(x 0  y))
í=1
n
=  £  0 Y(cíx 0  y)
í=1
n
=  £ ( T  ■ 6j)(cjx 0  y)
í=1
n
=  £ ( ( T  ■ 6i) ■ Ci)(x 0  y)
í=1
=  (T ■ a)(x 0  y)
=  Y*(0 «)(x 0  y).
Como Y* e injetora, temos:
n
0 a X ; ' cí,
í=1
o que implica que HomA ^A 0  A, A^ ■ A C Y*(HomA (A 0  H *, A) ■ A). Pelo Primeiro Teorema 
do Isomorfismo, temos:
HomA (A 0  H *, A) ■ A =  H o m ^ A  0  A, AJ ■ A
como A-modulos à direita. ■
L em a A .10. Sejam  H  uma álgebra de Hopf de dimensão finita e A uma H -módulo álgebra 
à esquerda. Se a algebra A não tem anuladores a esquerda e e unitário como AH -módulo 
a direita, entdo existem isomorfismos ß e n que fazem o seguinte diagrama comutar:
A # H ----------------n--------> End (Aa h  ) ■ A
HomA (A 0  H *, A) ■ A --------> HomA ( A 0  A, A ) ■ A
onde Y* =  HomA (7 , A) ■ A.
ß n
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Demonstração. Pelo Corolário A.5, temos o isomorfismo:
A: A 0  H  — > HomA (A 0  H *, A) ■ A 
a 0  h i— > (b 0  f  >  f  (h)ab)
e pelo Corolario A.8, temos o isomorfismo:
n : HomAH (A, A) ■ A — > HomA ^A 0  A, A^ ■ A 
f  i— > (a 0  b >  f  (a)b)
Para cada a 0  h G A 0  H  e x 0  y G A 0  A, temos:
Y * o A (a 0  h)(x 0  y) =  A(a 0  h) o y(x 0  y)
£  A(a 0  h)(xoy 0  xi)
£  x i (h)ax0y 
=  a(h ■ x)y 
=  n (a#h )(x )y  
=  n o n (a# h )(x  0  y),
o que implica que o diagrama comuta. ■
C oro lá rio  A .11 ((1) ^  (2.a)). Sejam  H  uma algebra de Hopf de dimensão finita e A uma 
H -modulo álgebra a esquerda. Se a algebra A nao tem anuladores a esquerda, é unitario como 
AH-modulo a direita e a extensão AH Ç A e H *-Galois, entao afunçao n : A # H  >  End (Aah ) ■ 
A e isomorfismo de algebras.
Demonstração. Pelo Lema 3.20, n e morfismo de algebras. Pelo Lema A.9, temos que o morfismo 
Y*: HomA (A 0  H *, A) ■ A >  HomA ^A 0  A, A^ ■ A e bijetor, o que implica que n e isomorfismo 
de algebras, pelo Lema A.10. ■
B. TEORIA DE TORÇÃO
Relembramos a definiçao de Teoria de Torção dada por Bo Stenstrom em [19] e apresentamos 
dois exemplos na categoria de R-modulos.
D efin ição B .1 (Smal0, [18]). Dada uma categoria C, uma teoria de torção (T, F ) em C  e um 
par de classes de objetos, onde:
1. Hom (X, Y ) =  0 para todo X  G T , Y  G F ,
2. Se Hom (C, Y ) =  0 para todo Y G F , entao C  G T ,
3. Se Hom (X, C ) =  0 para todo X  G T , entao C G F .
Quando a classe T  e fechada por subobjetos (se X  e um subobjeto de Y e Y G T , então 
X  G T ), dizemos que a teoria de torção (T, F ) e hereditaria.
T eo rem a B .2. Seja R  um anel idempotente e considere a categoria R -MOD. Defina as classes:
T(R-M OD) =  (X  G R-MOD ; X  e R-modulo à esquerda de torção},
L(R -MOD) =  (X  G R -MOD ; X  e R-mádulo a esquerda livre de torçao},
R-M od =  (X  G R-MOD ; X  e R-mádulo à esquerda unitário}.
Então (T(R-M OD),L(R-M OD)) é uma teoria de torçao hereditária e (R-M od,T(R-M O D )) e' 
uma teoria de torção.
Demonstração. Para provar que (T(R-M O D),L(R-M OD )) e uma teoria de torção hereditaria, 
primeiramente vejamos que RHom(X, Y) =  0 para todo X  G T(R-M OD) e Y G L(R-M OD). 
Como Y e livre de torção, pelo Lema 1.8, temos que (X ) Ç K e r ( f ), para todo 
f  G RHom(X, Y). Mas X  de torção implica que X  =  (X ). Portanto RHom(X, Y) =  0,
para todo X  G T(R-M OD) e Y G L(R-M OD).
Seja M  um R-mádulo a esquerda tal que RHom(X, M ) =  0 para todo X  G T(R-M OD). 
Assim, temos que a inclusao i : (M ) >  M  e o morfismo nulo, pois (M ) G T(R-M OD).
Isso implica que M  e livre de torçao.
Seja M  um R-modulo à esquerda tal que RHom(M , Y) =  0 para todo Y G L(R-M OD). 
Assim, temos que a projeçao n : M  >  M / t R (M ) e o morfismo nulo, pois 
M / t R (M ) G L(R-M OD) pelo Lema 1.9. Isso implica que M / t R (M ) =  0 e M  =  (M ).
Seja X  subobjeto de Y com Y G T(R-M OD). Entao RX  Ç RY =  0. Portanto 
X  G T(R-M OD).
Para provar que (R-Mod, T(R-M OD)) e uma teoria de torçao, primeiramente vejamos que 
RHom (X, Y) =  0 para todo X  G R-M od e Y G T(R-M OD). Para todo f  G RHom (X, Y), como 
X  e unitário, temos I m ( f ) Ç RY =  0. Portanto RHom(X, Y) =  0, para todo X  G R -Mod e 
Y G T(R-M OD).
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Seja M  um R-módulo à esquerda tal que RHom (X, M ) =  0 para todo X  G R  -Mod. Como 
R  e idempotente, temos que RM  C M  e um submódulo unitório. Logo a inclusao i : RM  y  M  
e o morfismo nulo e RM  =  0, o que implica M  G T  (R -MOD).
Seja M  um R-modulo a esquerda tal que RHom(M , Y  ) =  0 para todo Y  G T  (R-MOD). 
Considere o modulo quociente M /R M . Claramente M /R M  G T  (R-MOD), pois 
R (M /R M ) =  R M /R M  =  0. Logo a projeçao n : M  y  M /R M  e o morfismo nulo. Portanto 
M  =  RM  e M  G R -Mod. ■
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